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ÉLÉMENTS 

D'ARITHMÉTIQUE 

ET D'ALGÈBRE. 

LIVRE HUITIÈME. 

Puissances et racines des quantités affectées d'expo- 
sante entiers positifs. Calcul des radicaux reefa- 
Des exposants fractionnaires. Des exposants né- 
gatifs* Formule générale du binôme* Puissances 
et racines des polynômes. Application de la for- 
mule du binôme à l^ extraction des racines par 
approximation, , 



PUISSANCES ET RÀCÏNBS DES QUAîSTITÉS AFFECTÉES 
d'exposants ENTIEaS POSITIFS- 

Dans cette théorie, les indices des racines sont , ainsi que les ex- 
posants, des nombres entiers positifs. 

S75. Pour élever à une puissance d'un degré quelconque 
une quantité affectée d'un exposant entier positifs il faut 
multiplier l'eocposant de cette quantité par le degré de la 
puissance à laquelle on veut l'élever. 



JVI306060 



R PCI M. ET iierif«6 Btf çFâWr. Arrwef. it'ntt. *iir. Miir. 
' Ainsi («T =i2'«", 
jiîdar on t (&«* 100) '**?«'<»^ ^ *^*^ * "1 ^''^ *^ *^ 

On a encore ({a'^f^ = (^'^"Z = a^*,fl^ .a"^. .-•,,.. ,^, . 

et ainsi de suite. . nO 

D'où l'on voit que pour eYeyer â <f(îï pui^snnms siteee^i^^ 
une quantité déjà affeciée d'un exposant eniier positifs itfaùê' 
mukîptier i' exposant de cette quantité pu fie preduit des deffréf 

des puissonces. -'*i. *4 

RïuiRQCE. On aurait aiiisi {(O ) :i= oT*'"' ; d*oii il réstiite 



que l'ordre dans lequel on élève à des puissances successives est 
ttmi àjaii indifférente 

376* Pour em traire la racine d'un d^Çfé queicanque d'une 
quan t il é affec tée d ' un expq sitn ù eni ie r pqsit if, , il , /^ff A dfy i^ ^ ^ 
l'exposant de cette quantité par f indice de la racine que ^'on 
veut eoctraire. 

Car la racine d*un degré quelconque d'une quantité eit ^nc 
autre quantité, qui ^ élevée â la piiissanco du môme degrt^, riepro- 
duiraic la quantité proposée. Donc ( u'^ ^?^)t Texposaot de cette 
quautilé dans la racine cherchée doit être tel qu'en le multipliant 
par rindice decetie racine, on reprodube Teiposant de cette quan- 
tité xnérne ; donc l'eiposÀnt de la quantité proposc'^e dans la racine 
demandée doit élre égal au quotient de la division de Texposant 
de la quantité par Tindice delà racine^ On a doue 

Remarque. Toute quantité de la forme a " est donc l'expres- 
sion de la racine /ï*®"*® de û'", lorsque m est divisible par «, et 
dans ce cas, elle se réduit à a'f, en représentant paj </ le quotient 



.Tiaoa sTïia .ixa'ff .ToaH*ï4 .t^a^v -îdu /.nMi^Afl la .sanq 3 

vmm, ET mâcims ms ^abt. jaimm* >*m»* an^iMur. . 7 

^^> -f^ JE ni A 
êe m dnrbé par n. Mait on coii<çoit «iénml tjwin fyprtttfff lifcnt 

M^ne <^atioa; en sorte qut Ton peut admettre k généralité dm 

principe exprimé par la formule \/ a*" = a ^^ , iit et » étant 
det nombres entiers ^itifs, CT'^^ ^ .-^ • . ^ -. 

On peut donc toujours remplacer te signe rùâkàt ^>d^W 
mfi9^imitp:a^iêmMém^^fiifalAt^^ffU^ tmiaposan^de 

^fe^j^ïj^i^fctiMofe^Wftie.rfift^^ eé pouY dénominateur l'in^ 
^^^^.^mdkc^B^^^i^ptmpÊi^mÊ&lf rni^posant fi^ctiamà 
naire peut être remplacé par un signe radical, don$ l'indicé 
serait égal au dénominateur de l'exposant fractionnaire^ en 

égal au numérateur de l'exposant fractionnaire. 

377. Poïut élei^rà une puissance quê^Hqïle ttà pfdîAiif 
de tant de facteurs que Con voudra, il faut élever à c^te 
fAi^ë pimÀc^'èkSiiii Be à^yieieùrs; eï milliplier toutes 
i}e/fiiisdtàûùei étÙli^lMsfàiL^e^^^ termes, la puissance 

if iiii dk^^^'qmàù'nlljki^i^ )>U'âuà'm''igdte au produit des 
puissances (de ce degré) de toits ses facteurs. ' 

Ainsi {<fl>^cP:. . . .7= dl^ t""' c''*. ./•.,, 

-ovîf'f fij-^^-iL ainjiii un âan».-<r »^; »;.'.- -w, ,• • ., 

car 

(«^•îr^, ^T^ à'^ircP.'X a'^V'cf', .... X «W*c^X 

OU in** 1Ô3. lo) ., . . 

(^l'^ff'c^ . . . y p= «^a*«a'" .,. . X *'^i"A« . , . X c^cPc^ . . . X . * • 

==e^'i"V '. 



(*) £9out n'énonocroBt plM €€U€ ceiMU4Ào& . oa cUvra s« rappeler, une 
fois pour toutes, que daos cette théorie, les quantités sont afifectées d'expo- 
sants, et que, ces exposants; ainsi que Us indices. des racines, sont des 
nombres entiers positifs. 



s pmss. ET a^anis dks quabt. imcr. irix^. Birt. poeit. . 

â78> Poiir exiraire une racine d^n de^ré ifueican^ue 
d'un produic de plus leurs fadeurs^ il fhui extraire h racine 
(<fe ce de^fré) de chacun des facteurs, et muUipiier toutes ces 
racines cntr elles f ou» eu d'aairea termesi (a racine d'un de^ré 
quelconque d'un 'produit est égale au produit des racines (de 
ce degré^ de tous ses facteurs* 

Ainsi \/fl'^A"cP . , . = \/ a™ V/ ** \/^ '-* 

car \(/a^à^c^.,J = a^*V , 

et 

(\/^\/¥\/^^^^y^ Q/^y Q/Fy {\/v)\^. 

= a'^'h^'c^ j 

donc \\/'^P¥cfr7J = \\/^\/¥\/d^.~../ , 
et -^^t coméqueQt 

S79. Pour élever une fraction à une puissance quel- 
conque^ il faut élever chacun de ses termes à cette rnéme 
puissance, ou autrement j la puissance quelconque d'un quo- 
tient est égale au quotient de la puissance (de ce degre\ du 
dii^idende, divisée par la puissance (du même degré) du di- 
viseur* 

V A" / 0")" à-" 

Car on a (a' 100) (*) 

(cT ^^i" c^ c^ cT 



{*) Les défiDitions données (nV IQO et 101)conyicnncnt égalemeut aux 
fraciions. 
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pvKHkjv «Mwaf *■• ¥ii^- ArnoT. »*■». b*t. fmit. 



•,;' n' \^j/ "" *-*•*• -°^ 4»+»+-+..... 
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S80. Pour eximtravn^ racine. ,<Çun degré quelconque 

;^d^Mne fraction^ ii faut extraire sé ^f è mû ni la racine (de ce 

\ ^ .d^ni) du numéraiêug etèetie du iinmii^natsur^ ou autrementr 

l - 't0 rûcine d'un deqré quelconque d*un auùtietnt est éqale au 

tA'' ^m^tffm^de 4ii racwit*(rfi '«?« degr^ dii^ di^mUnde, divisée par 









'* Car 00 a 




donc 



et , par cooséqnent , I / — ==- , 

381. On ti« change pas la valeur d'une quantité radicale, 
quand on muUipiie mi quand on dwise par une même quan- 
ToMM IL - a 



^ m . mil , * * 

donc (ù** 37G, r^w. rra^.) \/«^ = ^a''" . ' 

11 est tout aussi facile de voîr que Ton \n\x\ aussi diviser par 
une méroe quantité rindice d'ua radical et rei[»osaul de la quan- 
iLlé soumise à ce radical . • 



on aura aussi 






■592. Nous a vmitf d^V '^àïr ('ii^^m'im fi^OS^Jift pASi 

d^in degré patr'dViyë*%ittart!i^;^|lkftîi4 ife^jiVgalîre; tst^ poiîtïiê; 
el que, rccipcoquement , toute racine d'un degtë j>di'r d'une quiii"- 
tilé positive pçaL étf^p^^ti^^jO(jf^%|g^vep J^ç^rs-ravîjui ft^j^i^ re- 
in a r q u é ( u° 1 5 ;> 5 8** ,) q ^^ n e .^oa^ i t^ ri cgati y «5 , pa e , fj) ^i^ ^ , av qi f-, ^az 
racine d^uu degré paU\ Xï:^prf^<îÇii|i,^^fif J^i^JlfA^Jq**; d/ç, Jjaiferme 

}/'rr^ ne saurait avoir iine Val eû^i^ltoifi^qaëÇ'iaft^TÎ^^ 
négfttiTe; m 1sbtievdVït)reâsîbftf'sl)i?lf^ïafi#ffi4^^^ 
opposition , ou donné le tioni Û^ ^rl^i'^^ëmT'^^^AêTfk 
quanlitésj iîpaiUvça jftU , ,ïij^^jh;^%,^JlJii,j^ îP*î|ïf«^m E^ ici* 

ift, , « ^ _ i* 

pression \/ —a* :•, JT;\i t J^ ^^'^sr '^ 

3B3. La racine carrée d'uue quantité a tà\ donc susceptible de 
deux valeurs qui sont exprimées par ± \/a , et il en est de même 
pour les racines 4"®', 6™®*, etc. Ces racines, excepté celles du se- 
cond degré , ont encore d autres \aleurs , et , en général , toute ex« 

m 

pression de la forme \/â est susceptible de m valeurs. Il convient 
donc d'établir une distinction entre ces diverses valeurs et le 
nombre absolu qui résulte de Topération numérique indiquée 

m 

par^/a. 



que le norabrf absolu résultant de ropéraiion nuincri(ja(^^a|if'^yp 
indique , on Ja désigne sous Te nom de mdical €irahmétiqu€ ; et 
qoandoQ la eon$îdèredanâ toi^e^ généralité, on rappellû/tfrarf// 

Nous ne donnerons ici que la théorie des rattîcaiif é^tffiiic- 
iique$* x"' - — s 

Tpi| T3ïl/îli iunn Jifj>q (lut 9up ti6 

CiLClJL DES nâDiCÂLX AaimMÈTUjtËg, 

9"i^i*lilù*èi lëi rtftîttàiA diff èMîl mméï dfe lûnl'* âblf e nlaf>ièl*(^ , 

jf '|slT^à-dîre , )opf|t:r ks indices aûTit^,dî£(fi en la ^ oul lorsgiie ks 
^IgflJ^tit^^ ^f|;ecklça tlii ii^'ii-; radical tlLffc-jc?ftt,jçîV\r>lJes d'uBç nsa- 

-^JkiÉlil j>^*t^^ ^^ftit^dta^idlkalE dJSsemblabfeâ^i il en est de 
même de 3 |/â=M^Â5"el3 V^ôâTiria, 

585. Il arrive pfir fois (}ue des radicaux paraissent dissem- 

8 

blables, qnoiqa*ils ne le soient réellement pas : les radicaux |/a', 

s 3 

y^a'i et y/'i7a^^ par exemple, paraissent dissemblables ; cepen- 
dant ils ne le sont pas > et cela tient à ceqne qoelquc-s uns de ces 
radicaux ne sont point éerits sous la forme la plus simple. H faut 
done, avant de décider si des radicaux sont dissemblables, ra- 
mener chacun d*eux à sa plus simple expression. 



386* Ramener un radieai.â_S9 plus simph expression, 
cest frirù sortir de dessous ié'rakicaj Ïqu!s^ ieV^Atu% qui 
sonù des puissances paffkil^s d'un M^gi^^^tar que jn^TiifÀ^ic^ 
d^ ce radimL ....... ^ n«,: o^ ^j^ .qnciaq *I i^nitl, .SDpiiiiq 

Pour y parvenir, tï^iuf supprimer sou§ ie radient tous les 
fadeurs qui sont des puissances phi^hêi du degré dvni il 
^jt'agif^en extraire la racine de ce degré ^ et écrire ces racines 
itors du radical comme mulli pit entiers, 

. . : ''-^ -^ t»aiîûl fil î>Ii oo-ke^TQ^a 

Soit \/i6fl=é*c^ . 

Ona^Tidemment ' î aUsoea i^tjuî jdSiUl 

• au W 578) iitr^ n-ïiïiiMuîCî ^îiu J^^ i^ ylifieup cl ^njv.ioJ 

-lal îa , 4N| 'jf> u3i{^oicn]ii^ u^^^ii/ 3f iT^p lîa^dQ ^icinc[ eiiïjoq au 

Si les facteurs qui sont des puissances parfaites du degré 

m a r q ué pa r Ti u d ke du ra d Ica Vh él'àicià '^kî Vïi- 'è vUl en cC ;' ice q u l 
peut arriver quand ce* fadeurs soûl des poïytiOTn'Hi^^ 'iî'^faddraît 
a^assurer si la quantité affectée du signe y/ peut se décomposer 
en facteurs Ûonl quelques uns soient des puissances parfaites du 
degré dont il s'agit. On ferait sortir ces facteurs du radical , ea 
extrayant de chacun d'eux la racine de ce degré, par le procédé 
qui sera indiqué (n? 420) , et on laisserait tous les autres sous le 
radical. 

.38T. Il est quelque fois utile de ^/re entrer sous un radical 
une quantité qui est écrite en dehors comme multiplicateur. Pour 
cela, on élève cette guantite' à la puissance du degré marqué par 
l'indice du radical, et on écrit cette puissance comme fiicteur sous 
le radical. 



puisque^ d'aprcâ U principe du n*^ 38G , on a «tmilif^ 9:^ î/^ 

HKsutQiiE. Cette IraulrorantiDn ^n a irouvei- ta fnéuVVunc 

esprcsjsloo de la forme a \/f^ 

* '♦'* '•» '-*' ** — ii<i^ 

Faisant entrer a aoua le radical , on aura V^<"* , 

et U ne s'agïca pliis^tie d'cïlraire la racine f/i'^"»*^ Je a*^b^ comme 

il sera dit plas JaTTd*u^'^'..*vv,^44*A ,-^ c ■ J -_-. *^*v\~.7é77 , ^ 

Lorsque la quanlilé i est une pu^siance parfaite ^d^gré/ys?, 

cette irai&fonnadoa esLLofit à i^lt inutile i-il e»E évident que Von 

obtieiidri "^e Sertie Wiàlt ai ^ mdllî|i]tanl la racînfr /«'^*^ drf ô 

par (J. Mais si b Bv^i- paa une poîâ^ance^ parfaite du degré /n , on 

ne pourra jamais db^ntr gu^pi|c ïaîeu^^ approchée de \/f, et Ter- 
re nr de cette raciïà ^â"^^ïnhililpjï)ée .par ia qnantito û, Dodc , dan» 

m -^ ^ 

ce cas, it est préférable d'opérer"p[T"^?<^i^'^^^ , 

jup 0?^,^^, l*^^9{^fifpMjftPPS"f^^ pûufant sVffecluer sur 

lidîfii'Ta^jiï^fWrfMWAÇflsffif^erf^^ avant de faire ces 

opùvsLliqilih^r^ff^eficr /t.f nidicaujc au même indice* 

Pour cela, î^ suffira de muUiplîer i' indice de chaque ra- 
dicai par le pmduit de tous les autres indices j et dé lever la 
quantité qui est sous le radical à une puissance d'un degré 
marqué par ce produit. 

m — . ft — ^ 

Soient |/a^ et |/*^ . 

mn mn 

On aura y/aF" et |/A'''" . 

Ces nouvelles expressions seront respectivement égales aux pre- 
mières (n® 381 ) , et les nouveaux indices seront nécessairement les 
m^mes, puisqu'ils seront les produits des mêmes quantités met n. 



Soienl encore \/a^ \/è^ H V^f'^ *()i3^ *n) mtm « nO 
On troufpra ^ À 



et amsi de suite, pour un nomJire quei€4Wir|ue de radtcaux, î)uob 
JDfi pourrait auiisi prend rv pottr f^,^<je commun !e plus f/eiri 
muiiî^^e commun de tons its indif^^^^ ^^ no*uii JttiB3Î5^i t^t îZ 

on atiraît y a''' et \/ i''-. „ *ii> 

cas ^ an opère sur tes coefficients. ^ 

Ainsi, ^ V^^j^.V'^^J^^^if) UnlK • 

De même 7 i/ét— j4 V?^À. f=^^ V/**"! \ "î> // 

Si les m d icau X et a | ç nt dissem httvhb^ ees^^x péra i imi 1 
tiB pourraietU tjue s'indiquer ^ è. fuid^ du sigrt^e^ -\- ou du _^^ 
signe — , 

Cela est évideut. 

390. La multiplication et la divisioti ne peuvent seffec^ 
tuer sur des radicaux qu'autant quils ont le même indice. 

Si cette condition est remplie ^ on opère sur les quantités 
qui sont sous les radicaux, et on donne ou résultat le radical 
commun. 

m m m m 

Ainsi y/ a \/ b \/7 ..... = ]/aùc 

m m m m 

Car on a {n** 378) y/^ièc = \/â \/b \/c 



^ 



^„ \/^& ^^ 

donc .xiîtalljci ïiti atrpji*«*lâ,rppfc^i|jk^_^ ^ J3 

Sî les ladicaun q.i'oa se fït^^ie d*- mullipnèr WdexlNrîw 
n'ont pas le même indfce, otiqominencepr Us y râii^aD^«i*, ,^,00 

opère comme H vient d'élrecliU ^ ' 

ô9i. Pour élev'fîr un radical à une piiissmiee i^uekuncfite ^ 
puissance, .n»iir.%o^ > ..t, itfi^tû> 

m * 

Ainai (x^W^ m ^^â ^]tl *'""* 

F ; « ■ „ • 

Car oniïdail*-i4i'^|i»dl= ■'i-n'N» '-^ 4- 4 ^N/ »« 
En aecond heu, on a (n* 3817 ^ ^ 

m ^"^^ 
<• 

m 

donc on aura a«ssi \\/^/ == V/ «" • 

392. Pour extraire la racine m.™* d'un radical, il faut 
multiplier l*indice de ce radical par m , ou extraire la ra^ 
cine ni."* de la quantité qui est sous le radical. 

Ainsi y y/af = y^a'' = |X a"^ . 



Car on a (n* 401) {]/ V^ ) ^ \/^. 

donc on aura (l/ V^a" ^ = (v^ïV , 
et, par conséquent, |/ V' «'' = V/**'* 
OD (n' 3811 K V''«''=" K ''"^ • 

On anrait encore K V^ V " " \ "'^K «""■ 
Car d'après ce qai précèJe immédialcinenl, on a 

et eînsi de tuile. « - ixr. ^a, 

RiMifiQUE. Il réaulie évidemmfiil de ce qai vient d'fitre dé- 
montré que 

et ainsi de suite , pour un nombre quelconque de radicaux. 

D'où on peut conclure que l'ordre dans lequel on extrait plu^ 
sieurs racines successives est tout^à-fait indifférent. 
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•niM .wms in 4 .1.^1 tu 



•»îfoâi ra .wxtm R 



lrt^|i^ Mil» tiiif»ii<i i»i ,tfMm>W' , .^' 

S9J, On ne peut qu'lndïqner laddition et la soustraction d«f>i 

quanti k's affecttevTîîe cp |$rtes d'e:i^posàots, quand elles soi^l di^- 
sem hlu bki , j;Vs t - à - d i r*te I o rsqo *e f f es Ji f fèren i e n tV^el î ea a u l retiré ht 
que par les coenîçïenis. «ni^par les sîgnesdQTi tel lee son l précédées. 
Mais quand elles sont sembUblcs, on opère sur ces quaniiiés comme^ 
sur celles q^iû sont aj)cd(tcs d'e^posanti entiers positîfi^ *" 



S 9 4 . La^ rnidtt^tiç^ign,^^^f^îv is io7f tîàs ^uant îtéî afïe e- 
iées d'exposants fractionnaires positifs s'effeeluentde ta même 
metnfàre'qnti'la nniitïpiîeation Et là division des quantités 
dùTii: tes exjiiysmits sont ertlif*r^ jmsiiifs^ 



i**; 






-^«"-^v 


4111 W^ 11» 


i<4« 


cir f n" 37G . 


râiïu^écip,) s^ivuia? . , 


^; 










^; 




donc (n°* 


388 et 390) : . 








m 


X 


a 7 == \/ 4:"^ 




n7. 




if« 


^^^^7+/»» 










'"4. p.. 


, 








m 


*"_— ^__' 






a*. 






: rt" ^ . 







ToMB n. 



t8 BES KtrPO&àSTA TRACnVSilUltJiEB, 

-JL. f y "^/ — ^^ a^'' 

395. Ott apére encore de la même niamère ^ tant pour 
la multiplication que pour la division , lorsqu'une tJes quan^ 
tités proposées est afjhttée d'un exposant entier positif. 

ï"** Soit a" à mulliflier par a ^ . 

On a évldemnient * a^ = a ^ i * 

iïiaïa(n'' 394, 1*0 

irt. '*_ :'^ + .''_ m-|_.f^ 

donc aussi a^ X a '^ ^^ a ^ , 

a°* Soit fi*" à diviser par « ^ . 
Od aura (n* 304, 2^) 

a 'f' 



ml 






*7l — ~7^ 



7! IfM 



et par conséquent = a 



3». On aurait pareillement « ^ £. — « 



396. On a toujours 



IÏE9 EXP09AlfTS FAiCTlOniSlAIltS. 

Car [o*** S76, rem,^ rédp.^ et 591) 
Car {a°* 376 t-^ot., nécîp.^ et 392} 



19 



597t 



Car 



dono 



Vl/ «^/ -=a'"et \a^^) ^afi 



et par coasëquenË 



fH «IH^ 



Car 






«t(n»39e,3'.) (a»)" =a'î 



donc 



Dll IXïOftlUTS HàÛÂTil». 



et par conséq^uent \/ a 
3-. ]/ 



^._ i±l 









Car 



dODC 









Ces trois dernières pgalllds font TOir que la remarque du n" 370, 
qui nctait démontrée que pour un exposant cl un indice enlier^ 
posilifa, est craie pour un exposant et un indice Jraclionnaircs 
posiitfs. 



DE& EXPOSANTS ]?âÉGlTIFS. 

I 

398« Noua avons prouvé ( n"* 13S , t^.) que = û~^. 

Nous allons démontrer que cette égalité est encore vraie quand p 

m 
est une quantité fractionnaire -:r-;c'est-àrdire que 

n 



Pour c«la , nouj^ poserons 



I 



<V 



«t de cette égalité nous déduifona 



^11- r-l- 



d'où il résulte que j + ^ — ^= o ; 

^^ . " 

coodllloo qui ne peiit èiUier qu*3titaBi que 



rïoua aurons donc û^ = a 

I 
«l par conséquent - — - =^ a 



1 

De cet là caaHtc on d^^iluit — 



car elle donne 1=0 '* X ^' 



4 
JQi* 



399. Les quantités affectées d* exposants négatifs y <» tiers 00 
fractionnaires^ sont soumises aux mêmes règles que celles qui ont 
des exposants positifs» 

D'abord, pour laddition et la soustvaction , il ne peut j avoir 
aucune difficulté. Il est de toute évidence que lorsque les quantités 
seront semblables, ces deux opérations devront s*ejfectuer sur les 
coefficients } et que, dans le cas contraire ^ ces mêmes opérations 
ne pourront que s* indiquer, à Vaide du signç -f- ou du signe — . 

11 reste 9 justifier ce que nous venons de dire, 'pour les 4 atitres 
opérations. 

400. i\ a-'' X fl"*^ = <i '^ ^ 

Car (no «35, î».) u"^ = et a"^ =« ; 

ar ' V ^ 



sî' 



SIS SXFOfiillTS ITf«âTlFE, 



« . I I I 

dûni fl-^'X^"^ = — r X = = a"'"'. 









i 



n q 



_ P_ I 

et a ^ ^ 



^ , ^™ -/, 1 I 
donc a " X fl ^ " — — ^ X 



à '^ > 






On a aussi 




3-. 


^'-'* Xfl^- <î-^+7 


4*. 


7n m 


iQJ. 





Cftr 



cT a^ 



a-f _i_ 

a7 



ùF 



. =, flf-^ ^ ^-J»+f. 



Il est tout aussi aise de voir que 



1 









4* 






= a-P-^ 



- n-^+T 



4«2. 1» 



^-^)^ - «-'•f . 



39 li rXPOSÂOTS nÛQATtTê, 



Ctr(o-'-)" =( 


^a" J 


= . . = a-'» 


.*. (cT - 


t 




(«T* 


S'Ca-T' " 


•1 • 


* T 


(a-")'' 


û-^7 



Cp3 t'gnJîica sont encore vraies quand les i!î posants^ et q Êùn\ 
fractignnaircs. . ' 

403. ÇiieZf i/wc soient p et q, ona totrjoun 



^ 



F 



et par coniequent \/ ^j '^ = a * - 

Car \\/^) - û^et(«"V - ''''î 

donc (v/û^/ = («" V • 

et par conséquent \/ a" =« a ^ • 

3^. On démontrerait de même qae 

Ces égalités sont encore vraies lorsque les exposants/? et q sont 
fractionnaires. 

Il résulte évidemment de ces dernières égalités que la remarque 



Tft KtTïtop. 0E£ rtîïis. EUT. iT roirr. ^ es iîtioiîb. 

du n^ 37G est Traie pour un eiposant et dn Indict ncgalifa, en- 
tiers ou fraclîonnarrest 

404. La théorîedes radieaus re^pusc sat ie principe du n^ 3Sf , 
et ce priDcipe a élé démon ti'é k Taidcde la remarque du ïi** 576, 
dans laquelle il û éxà suppose que Tindice du r^drï^ai çt rÊxposanÇ 
de la quanïîlû qui eu* est affecter son tdes^nonibrea co tiers ptvsiùfs. 
Il a elé démontré (ii" û9T) qtie celle remarque éi^t vraie pour nu 
eipasant et un itidîce fraciionuaires positifs, et nous vt-nons de 
faire voie ( n* 403) qu*i[ en esf de mtjme pour un* exposant et un 
indice ncgalifs, entiers ou rracliounaircs, Doïic ta théorie des ra- 
dicaux ariiliméLîques est tDaîiitenant démontrée dans toute sa gii- 
nérslité. 



DÉVELOPPEMENT DES PUISSAINCES E^TrÈRES 
ET POSITIVES d'un BINOME. 



40n. Soîl lebiuôme j7 + ^. - • 

On sait déjà (n°^ 340 ) que 

(.r + a/ = j:* -[- 2ttr -|- û* , 
ct(n? 360) que 

(a: + ay = jc^ + 3a.r^ + 3a^a: + a'. 

En multipliant la 3.*"* puissance de j: -[- « para? -j- if, on 
trouvera 

(r + ay = a:* *+- ^^-r' + 60^.1:' + Aà^x^ à\ : ^ 

Multipliant encore cette 4»™® puissance -par .r + «, il viendra 
(.r + a'j^ = .r^ + 5ax^ + ioû:^r^4- loa^^c^ + Sa^a: + û', 
et ainsi de suite. . 

Si on examine ces divers résultats, on verra qu'il existe une loi 
constante dans la marche des exposants de a: et de ûr; dans le pre- 
mier terme de chaque développenient» l'exposant de a: est égal au 
degré de la puissance à laquelle le binôme je -{- a est ëleve; les 



«itpo&ants de ^ vont en diminuant successiveiiit*iii d^ine uni lé 
dqvuifl le premier terme jusqu'au dernier qui ne conlienL pltih jt^ 
oa ce qui reviÊnt au zucoie, dans lequel lei posant de eetle JeUre 
est sséro (h** 135,4;'*}* Les exposanls de a suivent une marclio con- ' 
iraLre: Vexposaût de a e$l zéro dan^ le premier terme de et^aque 
dëvdoppemenC , et il augmente ^uccessivetuenl d'une uni lé, depuis 
le premier terme juâqu'au dernief', d^n^ lequel il eu égal au degré 
de la puissance. 

40(i, Par analogie, on est poité k croire que celle loi dnit 
exister pour une puhsanee d'un degré quel conf|ue; c'est adiré 
que Ton est conduits [Jtenser quek dé>cîtnq>emctu d'une putisat.ce 
d'un degré quelconque m du bînùtnt; k -|- a serait 

^^ + aT- x" + Ao^"'-* + B«^^'^-' + -h T«— < ^ + «•'t 

A j B,. . * . . . . T étant des coëffîcîenls dont un ne connaît pas eu- 
core Ja' composUîon. Mais par Ja raison qui a Jijà été d un née 
n" ^OU), il faul drioonirtT la gi-néralttcdc cette loi ipourceU , il 
'suffira de faire voir que , si elle e*iste dans le dévcloppemfnt d'niie 
certaine puissance , ellt existera aussi dans le développ^mtul de la 
puissance du degré immédiatement supérieur, 

^ous allons donc démontrer que si le développement delà puis- 
sance «-™* du binôme ./j H- a Cil de la forme 

ï" + A^x""' -h BaV"-' +.,....+ Ta"-' x + a'^ , 
Celui de (^ + aj''+* sera dt; la forme 

jt^+i + A W + B V x*»-* + -j. T ««^ ^ a"-f ». 

Connaissant la puissance du degré n du binôme a: -f- a , pour 
obtenir la puissance du degré /? + i , il suftit de multiplier la puis- 
sance du degré n par a: + a; or cette multiplication donne deux 
produits partiels que Ton peut écrire comme il suit : 

a:"+* + Aoa:'* + Ba»*«-* + . + Ta"-* x» + ^n^ 

+ ax^ +Aa**»-* + + Sa"-» x» + Ta«x -j- a«+* . 

La somme de ces deux produits partiels , c'est-à-dire, le déve- 
loppement de {x + a)'^* sera donc 

xM-i^. ( A+i)aar"+(B+AVx»~*+ 4-(T+SV-«*»4. 

ti+T) «"ar+aM-t, 
Tome H. 4 



dans lequel ta ïoi dcâ exposants est exacletnent la même que dans 
le dévelopiienient de (x-\-ii)"y 

Donc, loules les fois que m sera un Dombte entier positif, on 
aura ■ ^'^ , 

407. Il ne reste donc pins qu'à déterminer la forme des eoërfl- 

cientâ A , B , T, car il est éviâenl que le premier et le dernier 

termes dn d^Heloppement ci -dessus ne peuvent avoir d'aulies coèfli- 
cieuts que l'unité , puisque l'un protienl de ^ éîevé à la puissance m^ 
et l'autre de a enlevé a la même puissance* 

Si on examijie encore les 4 développements du n' 403, on verra 
bien qu'il existe une loi d^ns la formation des coefficients ^ car le 
coefficient du second terme de cljaque développement est égal à Tes- 
posant du premier; les coefficients vont en augmentant jusqu'au 
terme ou aux deux termes du milieu , et ces mêmes coèfficienls repa ^ 
raissent ensuite dans Tordre inverse. Mais quelle est cette loJPcom 
ment la découvrir? 

La difficulté provient de ce que les coefficients sont des nombres 
qut ne présentent aucune trace des opération* qu il a fallu faire 
pour les trouver, et cela tient nécessairement à des réductions de 
lermeà sem blahl es qui oui été fa i les dans le cours des opérations. 1 1 
aurait donc fallu ne pas faire ces réd ne lions, pour être à même de 
découvrir la îoi de comjïositiun des résultats. Ainsi , il est indispen- 
sable de recommencer les calculs sans effectuer aucune réduction ou 
bien , de multiplier entr*euz plusieurs binômes tels que of -{• a^ 
a: + i, aî + c, etc., dont les seconds termes soient différents, 
sauf à voir ensuite quelle modification il faudra faire dans la loi de 
composition des produits, pour revenir au cas où tousks seconds 
termes sont égaux. 

Or le produit des deux binômes x + a et ar-^-i est 
a:* + « j a: -f ûô. 

Le produit des 3 binômes x-^a^jr-^ i et .r -|- c est 

X -|- abc , 



x' + a 


*» + ab 


+ h 


+ ac 


+ « 


+ bc 



Vé^Umn. DSS F UlAfi. SUT. BT .P08IT. VrVSk MBOMIk 

oelQÎ d<îs 4 binômes ;p -f «a ,Jc + à,jf4*^» a: -^ d est 



'^ 



* + « 


ar» + ai 


X* +mèc 


+ i 


+ 9^ 


4- ai'/ 


+ c 


■+■ ad 


+ «rd 


■ 4-' '^ 1 


• +. *r 


+ bcd 


V \ ■' 


+iW 




■ . ■ --.^ 


4-* <-^/ ■ 





et alfisi de suite. 

Sans aller pljtis loin , on recotuiait que, dans chacun de ces pro- 
doils, le coefficient du second terme est la somme de tous les se- 
conds termesdes binômes qui ont été multipliés; que dans le troi- 
sième terme de chaque produit, le coefficient est la somme d«fl 
produits des mêmes seconds termes multipli(^s deiue à deux; que 
dans le quatrième terme, le coefficient est la somme des produits 
trois à trois de ces mêmes seconds termes , et aiqsi de suite. Enfin, 
on voit que le dernier terme de chaque produit est le produit des 
seconds termes de tous les binômes qui ont été multipliés* 

408. On est donc porté à croire que îe produit de m binômes 
tels que x -+■ a, x -]- b^x -j- c, etc. est de fa forme 

^-^.S^x— *+s.x— + 4.^,„_^ ^^s„ , 

en représentant par S^ la somme de tous les seconds termes des bi- 
nômes multipliés, et par S, , S,, la somme des produits ou 

combinaisons deux à deux y trois à trois y ete. de ces mêmes se- 
conds termes. Comme la méthode d*induction n'est pas plus admis- 
sible ici pour les coefficients qu'elle ne Tétait au u* 40$ pour les 
éxposénls, nons allons faire voir que si cette loi existe pour le 
produit de n binômes, elle ekisUra aussi poar le produit de(/t+i) 
binômes, ce qui démontrera sa généralité. 

Supposons donc que le produit de /i binômes toit de la forme 
x''+S,x-"*+s.x--».t. +S^i*-|.S„ , 

et multiplions ce produit par on (/i -f- i )•"** binôme or -|- ^ , ce qui 
donnera 

»"+<4.s,i--f S,«'--'+ +S^i«»+S„« 
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qui est tîe la turme forme que le prodiiit de n premiers binomea» 
Car S, étant la somme dea seconds lerrut^s des n premiers bi- 
Doines, S^ + Â sera évidemmen! la somme des (// + t) second» 
termes. De mèint S^ éiant la somme des produîia deti± à deux 
dea n seconds (er mes dont h ne fait ^oitil ivartip, et S^/ étant la 
somme des produits de / par chacun àt% n seconds termes précé- 
dents, Sj + S^k sera la somme des produits deux à dcu.T dea 
(/i 4* ï ) seconds termes, et ainsi de suite. Enfin S„ étant Je seul 
produit qu'on puisse faire avec les w preniîers seconds termes, 
StA sera le seul produit que l'on pourra faire avec les (n-\- t) se- 
conds Lermes. Donc Jfi loi des coèffieienïsest gt'néraîe, et par con- 
séquent te produit d'un nombre //i de binômes j: -|- h ^ .^ ^- à^ 
^ -^ c ^ etc. est de la forme 

4Q9. Voyons matnlenant ce qui arrivera si Ions les seconds 
termes des binômes multiplias sont égaux à a^ auqud cas ions les 
binômes seront égaux à .i:~|- û, et par conséquent ions les produils 
deviendront des puissances du binôme ^ + a. 

t^es seconds termes étant égaui à a^ leur somme sera égale a t2 
pris aoiant de fois qu'il y aura de binômes; en sorte que si le 
nombre de binômes est m , on aara 

S^ = ma. 

Les produits ab, acy ad^ deviendront égaux chacun à a^, 

et par conséquent le coefficient S, du troisième terme sera égal à 

à^ pris autant de fois qu'un nombre m de lettres a^ 2, e,. . • • . 

peut donner de produits ou de combinaisons deux à deux. Donc 

(n® 326) on aura 

m(m — i) 

S. = — ^ : a\ 

1. a 

Les produits ahc^ ahd^ acd^ devenant égaux chacune a', 

te coefficient S, du quatrième terme sera égal à a' pris autant de 



foii qu'un nombre m âe teLtres peut donner d« produîls f/Y>/j à 
iroîs ^ en sorle que Ion aura 



S, = 



et, CD général, te cocf Scient du 1 firme du rang n -\- i fera [ n'' S$6) 

m (m — t) Cm — -j) . . * . . (/w — « | i ) 



• I * a - d , , . rt 

Donc sr dans la formule 

du prodtiil de /72 bindmes , on remt>lace les ct>èfticienl5 Si^S,, 
S, ,. * . . ^ par Ifs valeurs trouvées ci dessus, on anra 

m{fn — i) 



mim — 1> (wi — a) 



i< a. 3< 

pour le dëveloppement d^une puissance d*un degré quelconque m 
du binôme ^ -|- a^ m ëlant un Tiombre entier positif. 

On donne ordinairement à ce ddveloppemenC le nom. à^ fortntdé 
du binâmé* 

Si au Hca de '4? + ô)™, on avait ( j? — fl)"", il n'y aurait qu'à 
écrire — a aa lieu de -f- ^ dans ]a formule prëcédentei ce qui 
n*y apporterait d'autre changement que de rendre négatifs les 
termes qui contiennent des puissances d'un degré impair de a 
(n^ 123 , 7.«). On aurait donc 

m {m — 1) 

I. 2. 

171 (/7i— 1) (m — a) 

I. a. 3. 

selon que m serait pair ou impair. 



M njiiiÂfi^'Ei SDn la formdlc hv stuosk. 



EEM ARQUES 8VTk Là FORSiULB DU OI^ÏOME. 



410, On appelle tenne géM^ral d'une snite qnficanqnf de 
t£rm«5 ç Dn€ expression algébrique telle que sî on y fail nne hypo- 
tbèae qui dêlermine krang d'un lerroe, le résultat des opération» 
indiquées se trouve précisément égal à re lerme. 

Le coefficient du second 1er me de la formule du binôme est^ 

conime on Ta déjà vu ^ égal à l'eiposant de ^ dans le premier 

m (m— ri) 

terme* Le coëffieieni — — — - du troisième terme est égal au 

1 . a 

nombre de combînai&ons ou de produits de deux lettres que Ton 

m (m — ^t) (rn—^) 

peut former avec m lelires. Le coefficient — — ■ — do 

1 . a- 3 

quarncme terme est le noitibre de combinaisons de trois lellres 

que Ion peut faire avec m leïtres, et ainsi de suite. En gé néral . le 

coefficient du terme du rang {n -{- 1) est le nombre 

w (/w— i) (/w— a) [V/i — (n — i)] 

I . a. 3. • .».•.,•. .71 

dç produits de n lettres que l'on peut faire avec m lettres (n* 326). 
L'exposant de a est i dans le second lerme de la formule, 3 dans 
le troisième, 3 dans le quatrième, et ainsi de suite; donc dans le 
terme du rang {n -\- i ), il sera n. Les exposants de x suivent une 
loi contraire , et , daQS çbaque terme, la somme des exposants de a 
et de X est égale à m ; donc , dans le tjCrme du rang (a -}~ ' ) i ^^^^^ 
posant de a étant /t, celui de x sera m — né Donc si on représente 
par Tn 4- 1 le terme du rsQg ( » 4~ ') « ^^^ a^**^ 
m{m — iX/zi— a) [m — (/? — i)j 

I. 3, 3. . • n 

Cest là le terme général de la formule du binôme; car si on^ y 



RBtfjinQiritg ivk Là FOKMiri^ nv bikoxm. $\ 

ftu}>pose successivement n= i , it = a , /î = 3, etc. , on retrouvera 
tous les termes de la formule , à partir du second. 

Supposons , par ei(;mple , que /i = i • 

Le ders^iei^^lieur m -^ (n -^ i) du auiftéralenr deviendra 
m — (i — . i) ou m, et le dernier facteur du dénominateur de- 

m 

viendra i; donc le coefficient se réduira à ou m. De plus, 

■-'.'• i 

a" ^"ï^n deviendra «x*""* ; donc on aura T, = maas*""^ , qui est 
bien le second terme de la formule du n° 409. 

Si on suppose n = 2, le dernier facteur m — (/i — 1) du numéra- 
raleur de T,^i deviendra .jw— (a — i) ou m — i,et le dernier facteur 

f/i(/«-i) . 

n du dénominateur deviendra a; donc le coefficient sera , 

I. a. 

m(wi— i) 
et comme a^x*" " deviendra a**'"""*, on aura T, = 



a^^"* ', et ainsi de suite. 

Remarque. Le coefficient général ne peut donner celui du pre^ 
mier terme x"* de la formule , parce que ce coëfneient n'est pas , 
comme tous les autres , un nombre de produits. 

411. Le nombre de termes de la formule du binôme estm -\' i, 
l.a loi des eiposants démontre cette vérité; car les exposants 

vont en augmentant d'une unité, de zéro à m pour -a, et en dimi- 
nuant d'une unité, de m à zéro pour x, 

412. Les coefficients de deux termes quelconques pris à égales 
distances des deux extrêmes sont égaux. 

Car (n* 406) le développement de (* + rt)*^ eslx»" -}- Afljr'""* 
+ Ba*x'»-«+. . . + Sû'»-*x» + Ta"*-*x + a"^. 
Si on change a en « , et x en a , îl viendra 

Ces deux développements ne peuvent manquer d'être égaux, 
puisque a !- a? = .r \- ay donc en renversant le secoiid dévelop- 
pement , on aura 



On a donc deuv polynômes égâui ordoBnés par rapport aux 
puissances descendanles de j?, et contenant les mêmes puissinct:» 
de cûUe Ici ire j donc ( n** 144 ) les coèfficienls dca lermça cprrespoti - 
danti Bont (?gaux. On a donc Aa = Ta,6a=i Sa', etc., ei , pfl?r 
conséquent, A =:^ T, B ^ S » etc. 

.413- Chaque terme de laJotmuUdubiaâtt^peaLiedéthtire 
de celai qui le précède - «il»^ ' 

Car si dans la formule du n^ 410 

m{m — (w — il' * -['" — U — ï)] [ot — ('t — ^ï)] 

T„+i ^ _ ^ -— a-^""' % 

ï . a . i {n — I ) . n 

qui est Te^preASton du ferma du rang(/î-|^ i), on remplace /i 

par n — i ^ on aura 

mitn — 1 ) (iïî — a) .\rri — (n — a}] 

T, = — ^ — — — fl^-'j:'"-C"-^>. 

1 . a - 3 {n — i) 

En comparant ces deux rêsuUats^on verra que le iertne du 
rangin^ i) se déduit du terme du rartg n^ou du terme pré^ 
cèdent : 

I® En multipliant celui-ci par V exposant m — (n — \) de x 
dans ce même terme ; a°, en divisant par le nombre n de termes 
qui précèdent celui qu* on cherche ; 3®, en augmentant l* exposant 
fie a d'une umtc, et en diminuant d'autant celui de x. 

Ce procédé s*emploie avec avantage quand on veut former une 
puissance particulière d'un binôme. 

Soit, par exemple , le binôme a: -{- a que Ion veut élever à la 
5."* puissance. 

Le premier Jerme du développement sera a:*, ainsi qu'il est 
démontré par la formule générale. 

Le second terme sera Sax*, puisqu'il est généralement max'*—* . 

Ensuite, on auia 

5x4 
3."»* terme == 
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4 - xox3„ 

A."* terme = aV = loaV, 

: -' / 3 

'. ' \ - . 4 
. «t ^our le 6."?- qoi opit elrc le dernier (n^ 4il ), on trouvera 

5X1 

5 
' B^anîWan^aèû^'cÀ 'termes, on aura 

(ar+ a)* = je* + 5 aoï* -}- io^/*a:*+ loa'x* + 5a*ar + «•. 

414. Ji existe ah cas dans lequel la formule du binôme parad 
être en défaut : c'est celui dans lequel m == o. 

Car, dans ce cas, le premier terme x"* devient a:** ou i, le der> 
nier terme a"* devient aussi runilé, et tous les termes intermé- 
diaires deviennent nuls, puisque cliacun deux contient le facteur 
m = o.La formule devient donc dans ce cas 

OU I == 1 + 1 == a, 

ce qui est absurde. 

Celle absurdité provient de ce qae Von applique mal la formule 
du n« 409. 

En effet , dans le cas de w =o,la formule ne peut avoir qu'un 
seul terme (n*» 411); donc le développement de (x -{- af doit se 
réduire au premier terme x** ou i. 

415. On pourrait être surpris de voir que a n'entre pas dans 
le développement de (ar+a )**, attendu que a: + « est composé en a 
comme il Test en x; mais si on se rappelle que le coefficient du 
terme unique x^ est l'unité, on concevra facilement qu'on peut 
mettre ce terme sous la forme a^ a:*», puisque a» =i . 

416. Pour élever à une puissance donnée un binôme queU 
conque g on élèvera d'abord à cette puissance le binôme simple s 

. ± ^, parle procédé du n<> 413; puis, on ren^placera xpar lèpre- 
Tome II. ^ 
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mier terme du binôme donné, et a par le second terme de ce même 
binôme. 

Soit proposé d'ëleyer le binôme 3û' + ^bc à la siztèâie pais* 
sance. 

On aura d*abord 

Remplaçant x par 3a', et a par %hc^ il ^iendr^^, ,, . 
(3û" + ^bcf =(3ay + 6 X a6c (3a')» + i5 (aôc)» (3a*)* 

+ ao libc)* (3a»)» + |5 (a^)*'(3^/ 

+ 6 (ai^c)» X 3a* + (ai(f)«, 
ou(n°378) • ^\ 

(3a* + a6c)« ==a 7a9a*' + laèc X a43a**» + i5 X 4^*c*x8ia* 

+ ao X Sô'^c» X a-, a® + i5 X i66*c* X 9^* 

+ 6 X 3afeV X 3a' + 646V, - 
on 
(3a* + iihc/ = 7a9a** + a9i6a*» bc + 486oa»^»'c' 

+ kZioa^b^c^ + ai6oa*ft*c* 

+ 576a'^V + 64J»r«. 

417. On trouve généralement plus commode de n'avoir 
à développer que des puissances de binâmes dont le premier 
terme est l'ututé. 

D'abord, il est facile de voir qn« ^"^"^ 



:+a = a? ^1 + J, 



a 

donc si on pose — == i •,..».. (i), 

x 

on aura j:-+-a= j:(i4-«)> 

çl par conséquent ( n* 377) 

(^4" ^)'" = ^^ ('+ ^)'" W- 

On trouvera, une fois pour toutes, le développement âeÇi-^-z)'^^ 
en changeant x en i , et a en z dans la formule du n^ 409 , ce qui 
d onnera 

m m(m — i) m(m — i) (it?— a) 

I I . a I . a. 3 
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formole dont on dédait la règle soivante pour former le dévelop- 
pement 4e Japiii^ai^^e m d'un binôme doitl le premier tenue e^t 
ranité. 

• m m — I m — a 

i^cifiy^ 4Bf^çLctioni - — , r— , , etc. , et posez, 

' ' "" ^ ■-^•'—'^ '^ r a ■ 3. 

tunité pour prêter terme du dés/eloppement demandé* 

Multipliez^ é^e^unité par la première fraction , eê 

i 

puis par a; vous aurez ainsi le second ternie du dé^elop- 

cernent. - 

m — I 

Multipliez ce second terme par la seconde fraction y 

% 

et puis par z j et vous aurez le troisième terme du développe^ 

ment j et ainsi de suite. 

D'après les égalités (i) et (a), il est évident que pour revenir de 

a 

( 1+ 2 )"■ a ( X + a )", iV sujlfira de remplacer z par , et de 

X 

multiplier p€wx^. " 

418. La formule du u* 409 est vraie, quelque soit m. 

Nous considérerons d^abord le développement i + mz 

m(m — I ) 

j« z' -j-, ...... j et nous reiparqueroQS que ce dé- 

I. a 

Veloppcment est nécessairement celui d'une certaine fonction dé m 

^ n* 108) ; en sorte que 

m(m — 1 ) 
¥{m)=i+mz+ • ï"+ (3); 

!• 3 

et nous ferons voir que la fonction de m qui satisfera à cette éga* 
lité sera toujours de la forme ( i + ? J*" , quelque soit m. 

m(m — i) 
Pour cela nous remarquerons encore que i + wz -+- — ^— — 

X. a 

a« + étant le développement de F (/w>, i 4- ns 
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71 (/l l) 

^ 2' + sera celui d'une fonction de /z, com- 

posëe en /t de la même manière que F {m ) lest en m ; d où il ré-i* 
suite que Ton a aussi 

n(n — i) 

F(/î)= i+nz-\ .2^+ (4). 

1.3 

Si on multiplie par ordre les égalités (3) et (4), on aura 

m (m — 1) n(n — i) 

F(w)xF(/i) = (i+zwH a«+..,)(i+/izH z»+..) 

1. SI I. a 



r-m^m — 1) n.(/i — 1)-| 

L I. a I. a -* 

J 2»+ . . . . 



=i+(/7i+«)z+rLj: jz»+ 

^ I. a J 

I / . N I ('^ + «)('W+/Î— I) 

I. 2 
On toit donc que le produit des développements (3) et (4) est 
nne fonction de m '\- n^ qui est composée en m -{- n comme le 
premier Test en m et comme le second Test en /z , et que la ma* 
nière dont ces quantités entre dans le produit est indépendante de 
leurs valeurs particulières. Or, dans le cas où m et n sont des 
nombres entiers positifs, on a (n® 417) 
m [m — 1) 

5+772-S -I Z^+ ou F (/7l) = (l+»r, 

i« a 

n(n — 1) 

jj^,nz + — z*+ ou F C») = (i-f «r ; 

s • a 
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donc on aura aussi , dans le même cas, 

(/«+«) (/w4-/ï — i) 

i+(w ; n z-i^ ■■ ^' - ■ »* + ==F(i7i)xF(i») 

1 . a 

=(i+«rx(i+»r 

(m-f-«) (w+zî^ — I) 

en sorte que le produit i + On-\-^)^'\ «*+..• 

I . a 

des deux développements (3) et (4) est le développement de (i 

-|-2)'M-», lorsque w et n sont des nombres entiers positifs. Mais, 

comme nous Venons de le remarquer, la manière dont les quantitéi 

m et 72 entrent dans ce produit est indépendante de leurs valeurs 

{m ^n) (/W+/2— i) 

particulières ; donc le produit i -f- (//i-j-w) z+ — 

I a 

z*-|- on F (?w-f«) sera le développement de F (/w)xF W ou 

de (iH-z)'"+", quels que soient m et n. On aura donc, d*une ma- 

nicre absolue 

F (/w) X F (7ï) = F (//i+/t). 

Si dans cette égalité on remplace n par /> + 9» il viendra 

Km)x^{p+q) = FC/7I+/J+5), 
et par conséquent 

F{m)xT{p)XFiq) = F(77i+/i+^) , 
et ainsi de suite. 

Cela posé , si on suppose que m, />, <7,..« sont des qnantitëa 

a 

fractionnaires positives» et toutes égales à , on aura 

6 

<t)'^<T><T> -<T+Î+Î+-)- 

Si on suppose de plus que le nombre de facteurs soit égal à & , 
cette égalité deviendra 



[Ky)]' .F(-lxi).FW. 
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et par conséquent - 

F^— ^=,l^F(a)=[FU) j"^ .(5). 

Mais <z étant un nombre entier positif, on a 

F(a) = (i + z)« = i+az4 »*. (G), 

I a 

et par suite L^ {a)\ * = (i+»)^ (7). 

Les égalités (5) et (7) donneront 

Mais d*après la manière dont on est parvenu à cette dernière 
égalité, F I j est composée en — ^ de la même manière que 



b 

F (m) et F C/i) le sont en m et en /t , c est- à dire que 

a 

a T 



<f-) 



■'(f)-- + T'+ ... ' '•+ = 



donc aussi 



i(T-) 



i 1 . a 

Donc enfin la formule 

ml m — i) 

(i-|-»r = 1 + ma -I 3*+ du n*^ 417 

X . a 

est vraie quand m est un nombre fractionnaire positif. 

Nous allons maintenant faire voir que cette même formule est 
encore vraie quand m est un nombre négatif, entier ou fraction- 
naire. 
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Pour cela, dansF(/7t-Hz\ «opposons n positif, et m » — it, 
d'où il résQltera 

f:/w4-«) = F(— «4-/1) = F(o) = 1 (*). 
Mais régalîtéF(.'n)xF(/i) aF(/w+/j), trouvée ci-dessus, étant 
vraie, quels que soient m eX n ^ on aura aussi 

F(/w)xF(/i)= I , 
d'où il vient 

f I I 

F (m) = — - = , 

m(m — i) 
ou F(m) = (;+z)-'' = Cî+2;'"= i+m^H «'+ 



Donc, quelque soit /ti ^ on a toujours 

m{m — I ) 

(142)'" = i + WI3 -j z^-4-* 

I • a 



Pour revenir de Ci+^y*" à (a:-}-^)'"» îl suffira de remplacer s 

a 
par — , et de multiplier par j?'" , comme nous l'avons déjà dit an 

x 

1%^ 4iT ; donc la formule du n^ 409 est vraie pour un exposant 
entier ou fractionnaire , positif ou négatifs 
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419. Pour élever à une puissance quelconque un poly^ 
néme composé d'un nombre n de termes, on représentera 
tous ces termes excepté le dernier par une seule lettre, ce 
qui transformera le polynôme donné en un binâme quùn 



(*") La formule (3) «e réduit à i quand rti^o. 
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élèvera à la puissance proposée. Dans le développement de 
celle puissance > on remplacera la lettre dont on vient de 
parler par l'ensemble de tous les termes qu'on lui a fait re- 
présenter , et alors ce développement contiendra des puis- 
sances d'un polynôme de (n — t) termes. Opérant sur ce 
nouveau polynôme comme on l'a fait sur le propos^ , on aura 
un nouveau développement qui contiendra des puissances 
d*un polynôme de (n — a) termes. En continuant ainsi, on 
parviendra à une suite de monômes, qui sera la puissance du 
polynôme proposé. 

Soit le quadrînôme a+^J+c+^Z que Ton se propose d'élever 
au cube. 

Représentant a-\-b'{-c par a?, le polynôme o+i+c+é/ sera 
changé en x+d , et on aura (n® 409) 

{:x+df =r ar'+3^a:«+3^^+^ , 
et , par conséquent , 

(a^b+c[dj^ = (.a-\-b+c)^+3d(^a+b+c)*+3d^^a+b^c)-{d^. 
faisant maintenant a-\'b - y dans le second membre de cette éga- 
lité, il Tiendra 

= j'+3cr»4.3cV+c»+3^(^'»+ac7-+c«) 

= rH3t:j'+3cV+<^'+3^y+6c£(r+3c»^ 
^-3^r+3crf*+rf3. 

Remplaçant y par «+i , on aura 

(a+i+c+^;» =. («+A}'+3c(a+i)2+3c«(û+i)+c' 

4. 3r/ (a+J,»+6cJ (« +i}+3c V 
+3^^Cflf+i)+3c^»+rf3 ^ 

ou 

(a+i-h<?+^)' = «'+3a«i-|-3«i»+i5+3a«c+6ûic+35*<: 
+3ûc«+3ic«H-c»+3ûV+6ûW+3ô»£/ 
+6ac^/+6ic£/+3c^£/-(-3a^+3i^ 
-H3cri»+^. 
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4âÔ. Pour extraire la racine ui.">« d'un poignante , {^ue 
^ufus supposerons ordonné par rapport aux puissances descen^ 
fUintes d'une certaine lettre, on extraira la racine mi"« du 
premier terme, ce qui donnera le premier terme de la^ra^ 
çine chercliée ,, et on retranchera du polynôme donné la 
na."« puissance de ce terme, ce qui leviendra à supprimer le 
premier terme da poljDome. 

On divisera le premier terme du reste par m fois Is 
(m — ï)."* puissance dû premier terme de la racine, et on 
aura ainsi le secorid terme de cette racine, que l'on écrira à 
droite du premier. On élèvera à la m."" puissance le binôme 
formé par l'ensemble de ces deux termes , et on retranchera lé 
résultat du polynôme donné. 

On divisera le premier terme du nouveau reste par m fois 
la (m —i)."* puissance du premier terme de la racine, et on 
aura ainsi le troisième terme de cette racine, que l'on écrira 
à droite du second. On élèvera à la nt^^ puissance le tri^ 
nôme formé par f ensemble des trois termes connus de la m- 
cine , on retranchera le résultat du polynôme proposé, et 
ainsi de suite , jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un reste égal 
à zéro 9 auquel cas le polynôme proposé sera une puissance 
parfaite du degré m. 

Soit P le polynôme proposé , R sa racine /w."*, et a la lettre 
ordonnatrice du polynôme P. 

Le polynôme P n*élant autre chose que le produit de sa racine 
R multipliée [m,-~i) fois par elle même, il en résulte nécessaire- 
ment que le premier terme de P doit être la m,"^ puissance du 
premier terme de R (n° 1^6, rem,) 'y donc si on extrait la racine 
/w."* du premier terme de P, on aura le premier terme de R, 

Représentant par /? ce premier terme de R , et par x Tensemble 
de tous les autres, on aura 

mim — i) 
P = (/H-*)'" = /^'«+//î/>'"""**H '— p'" -'x»+ , . . . j 

Tome II. 6 
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d'où il Tient 
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m{m — i) 
P—y^m = mp'^-'x^ ;,'»-.t^»+, .... Ci) 



= X (/"/>•""*+ 



7n(rn — i) 



p'^-^JC'\ >. 



C«]« posé f le premier mp^^^ des termes qui se trbQT.ent dans 
ta parenthèse est celui qui contient la plus haute puissance de a\ 
car indépendamment du coefficient numérique m , ce terme est le 
produit de (/n— i) facteurs égaux kp qui dépendent de a sans dé- 
pendre de jr, tandis que tous les autres termes^ abstraction faite 
des coefficients numériques, sont aussi des produits de (a/i — i) fac- 
teurs dépendants de a et de x , dans lesquels la lettre a ne peut 
manquer d^avoir un ciposant moindre que celui dont elle est 
affectée dans le premier terme/? de R Donc celui des termes du 
reste (i) dans lequel Texposant de a est le plus grand doit être le 
produit de mp^"^ par celui des termes de x dans lequel <3 est à la 
plus haute puissance, c>st-à-dire, par le second terme de R. Donc 
si on divise le premier terme du reste (i) par mp^"*^ , on aura le 
|)remier terme de or , ou le second terme de R. 

Représentant par q le second terme de R , et par y Tensemble de 
tous les autres, on aura 



•(/'+3)"-V'f. 



et par conséquent 



p— (/»+«)'" = "« (/H-gr-'jr + 



m{)n — i) 



iP f3^'"~V'+"" (a) 



I • a -* 

On démonjrera comme ci-dessus que le premier terme da reste 
(a) est le produit du premier terme de m {p-\-q)^^^ , lequel est 
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évidemment mp?*~^ , par le premier terme de^. Donc en divisant 
te premier terme du reste (2) par /w/?'*^* , on aura le premier 
tçr»e de^, oii ie troisième terme de R , et ainsi de suite. 

E&BMPLS. 

Soit proposé d'extraire la racine cai'rée du polynôme Sa^b'^ 

Opération, 
«*— .4a^i + 6û»4*— 4ai'+A* I a^^iab+V racine. 



I.*' reste — 4«''J+6a*6^— 4^'i'4** 

— «*+4û'i--4«'i^ 
a. me re^i^ 2«*i^ — 4«i^-fi* 

3.™* reste 00 o o o 

Après avoir ordonné le polynôme par rapport aui puissances 
descendantes de a, on extrait la racine carrée du premier terme â\ 
ce qui -donne «* pour premier terme de la racine. 

Le carré de ce premier terme étant retranché du polynôme pro- 
posé, on a potir reste — 4û'i ^6a*b^ — 4«i*+4*. 

Divisant le premier terme — t^a^b de ce reste par le double aa* 
du premier terme a* de la racine, il vien4 — 2€ib qui est le second 
terme de cette racine. 

Élevant au carré le binôme €p — 2ad, on trouve le trinôme 
a^ — [\a^b-\- k^i^b* qui étant retranché du polynôme proposé donne 
2«*i' — 4û'i' + i* pour second r«$te. 

Divisant le premier ternie ^a^b^ de ce reste par le double 2a' 
du premier terme a^ de la racine, on trouve b* qui est le troi- 
sième terme de celte racine. 

Élevant au carré le trinôme a^ — 2flrA + i*,'on a le polynôme 
fl* — 4"*i + 6û5*i* — l\nP-\-b^^ qui étant retrancfié du proposé 
donne zéro pour reste; d*où on conclut que ce polynôme est on 
carré parfait, dont la racine carrée est û' — ^ab^-b^» 
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421 . Le procédé de Textraction de la racine carrée d'un polj - 
nôme peut être abrégé, en opérant d'ane manière analogue è celle 
• qui a été exposée (n® 343). Lorsqu'on aura trouvé -les deux pre- 
miers termes de la. racine ^ au lieu d*élever au carré le binprae 
formé par ces deu> termes et de retrancher ce carré du polynôme 
proposé, on écrira le second terme trouvé à droite du double 
du premier j on multiplier, le tout par ce second terme y et on 
retranchera le produit du premier reste ^ ce qui donnera évi- 
demment le même teste que si on avait retranché du poly- 
nôme donné le carré du binôme formé par C ensemble des dewx. 
premiers termes de la racine* Après avoir trouvé le troisième 
terme , on l'écrira h côlé du double du binôme formé par l^s 
deux premiers, on mullipliern le tout par ce troisième 
terme, on retranchera le produit du second reste, et ainsi 
de suite, ' ' 

Soit le polynôme a* — l^a^b-^ 6a^b^ — 4^6' -f^* ^c Texemple pré- 
cédent. 



Opération. 



1 " reste — 4û'4 + 6a'i'— 4aiH b* 
+4a'i-4û^4* 



' reste 



3"* reste 






Racine. 



b' 



Après avoir trouvé les deux premiers termes û' et — 2ab de la 
racine , on écrit le second terme •— a<z6 à côté du double aâ^ du 
premier, on multiplie aa* — ^ab par — aaè, et on retranche le pro- 
duit -^4a'6 + l^a^b^ du premier reste , ce qui donne la^b^ — ^ab^ 
+ b* pour second reste. Le premier terme %a^b^ de ce reste, divisé 
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par le double aa' du premier terme de la racine^ donne b^ pour 
troisièmp terme que Ton ë(rit à côté du double %a^ — l^ab du bf- 
fiôme n^ — labeX on a ainsi le trinô'rae ^a^ — 4^^+ ^'« Multipliant 
ce trinôme par ^*, et retranchant Je produit aa^^' — 4«6' + 6* du 
second reste , il yient zéro pour troisième et dernier reste, comme 
au n« 420. 

422. Il peut arriver que le polynôme dont on demande la ra- 
cine //t'^'"' ne soit pas^une puissance parfaite du degré m. On s'a- 
perçoit que le polynôme proposé est dans ce cas, lorsque, 
dans le cours de r opération , on parvient' à un reste dont le 
premier terme ne peut se diviser par m fois la (m — iy*">« puis- 
sance du premier terme de la racine. 

Pour exprimer la- condition nécessaire pour qne le polynôme 
proposé devienne la m'^* puissance de la partie de la racine qui 
vient d*élré trouvée, il suffira d'égaler à zéro le reste dont le pre* 
mier terme n*a pu se diviser par m fois la (m — i)'^"** puissance du 
premier terme de la racine. 



APPLICATION DB LA FORMULB DU BUNOMB A LA 
RECHERCHB DBS RAGIBiBS PAR APPROXIMATION. 



Avant de traiter <-etle question, nous allons, pour compléter ce 
qui a été dit (lit^re 7) sur Textraction des racines des nombres, ex- 
poser le procédé à ~ suivre pour extraire une racine quelconque 
d*un nombre entier, et d*abord nous examinerons la composition 
de la m*^' puissance d*un nombre qui contient des dixainei et des 
unités. 

425. Si on représente par a et 5 les diiainesetles unités d'on 
nombre entier quelconque, on aura (n^ 409) 
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m Un — i) 



b'^uT 



d*oiï Ton voit (\%ie la puissance m^^ d*un nombre composé de éH-^ 
xaines et d* unités contient deux parties remarquables , indépen- 
daiument de plusieurs autres, dont il est inutile de s'occuper. Ces 
déui parties sont : 

1". La ni^^ yutMance des dixainés , 

2**. m fois le praduit de la (lu — i)"* puissance des dixaines 
pur les unités, 

424. La m*"* puissance d*un nombre d'un seul chiffre ne 
peut avoir plus de w chiffres, ' 

Car la m"^* puissance de lo est Tunité suivie de m zéros, qui est 
le plus petit nombre de {m + i) chiffres. 

Cela démontre en même temps que 

La m*** puissance d'un nombre de <leux^ chiffres , ou 
ijiti est composé de dixaines et d'unités, aura toujours plus 
de m chiffres. 

Il est facile de voir que cettà même puissance ne peut pas avoir 
plus de a m chijfres. 

Car la //i'"' puissance de loo est l'unité suivie de vn zéros, qui 
est Is plus petit de tous les nombres de(a//t+ i) chiffres. 

Réciproquement ,.i^ la racine m""* d* un nombre de m chiffres 
n*cn aura qu*un, car si cette racine pouvait avoir deux chiffres, te 
nombre proposé en aurait plus de m, ce qui est contre la suppo- 
sition. 

2°. La racine m™* d*un nombre qui contient plus de m chiffres 
en aura au moins deux ; car si elle pouvait n'en avoir qu'un , le 
nombre proposé n'en aurait que m tout au plus , ce qui est encore 
contre la supposition. 

Rebiabque. Il suit de là que la partie entière de la racine m"* 
d^un nombre de m chiffres est un des nombres i , a , 3,. . . .9; en 
sorte que pour être à knéme d'extraire une racine d'un certain 
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d<^r<^, il faut »:onnafiire le» puissances de ce degré de toos les nom- 
brr& entiers depuis j jusqu*à 9. 

425. Maintenant soitN un nombre qui contient plus de m 
chiffres, et moins de 2//? 4- 1 i dont on se propose d'extraire la ra- 
cine m,'"'. 

Le nombre N ayant plus de m chiffre^; $a racine /ra."" en aura 
plusd*un (n^ 4^4^rérjp, 2.^), ou ce qui revient au même, cette 
racine contiendra des dixaines et des unités, et par conséquent 
(n® 423) le nombre N contiendra la ni. "^^ puissance des diraines 
fie la racine , m fois le produit de la (m — i )."»« puissance des 

dixaines par les unités , etc., etc 

Mais la /n."" puissance des dixaines ne pouvant contenir d'unités 
d'un ordr^ inférieur à l'unité suivie de m zéros ( n° 424), les m 
chiffrés de droite du nombre N ne pourront en faire partie^ c'est 
pourquoi on les séparera , et on sera certain que la m."*- puissance 
des dixaines de la racine sera contenue dans la partie à gauche du 
nombre N.* Extrayant la tacine m."** de la plu» grande at?.*"» puis- 
sance parfaite contenue dan» celte partie à gauche, on aura le»di* 
saines de la racine, i^) 

Hetranchant de la partie à gauche du nombre N la m.*^ puis- 
sance des dixaines de la racine, et abaissant à côté du reste les m 
chiffres séparés, on aura tan nombre qui contiendra m foia le pro- 
duit de la (//s — i)."** puissance des dixaines de la racine par les 
unités, etc, etc. Mais ce produit ne pouvant contenir des unités 
d*wn ordre inférieur à l'unité suivie de (m — %) zéros, (puisqu'il 
contient la {m — i).*"* puissance d'un multiple de 10), les {m — i) 
chiffres de droite ne pourront en faire partie , c'est pourquoi on 
les séparera , et on sera certain que la partie à gauche contiendra 
m fois le produit de la [tn — 1) '"^ puissance des dizaines par les 
unités. Divisant donc celte partie à gauche par m fois la (m— 1).*^ 



(*) Pour le démontrer, on fera un raisonnement analogue à ceux des nu- 
néros 343 et 364. 
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puissance des dii aines de la racine, on aura an moins les onitîlf ae 
cette racine. C) '^I^'^ 

Pour s'assurer que le quotient trouvé n*est pas plus fort qùe^^ 
chiffre des unités de la racine , on Técrira à droite de celui des ifl-^ 
saines, et on élèvera à la //i."*' puissance le nombre formé pil^ 
Tensemble de ces deux chiffres. Si cette 7/7.*"' puissance peut êtrê^ 
retranchée du nombre N , le quotient trouvé sera les unités de la' 
racine cherchée ; dans le cas contraire, on diminuera ce chiffre 
d*une unité, et on recommencera la vérification précédente. Si la 
soustraction est encore impossible après cette diminution , on 
diminuera encore d*une unité le chiffre éprouvé , et ainsi de 
suite. 

Si après la soustracrion il n'y a pas de reste, le nombre N 
est une puissance parfaite du degré //i, et le nombre tiouvé en est 
la racine m.*"* exacte; dans le cas contraire, ce nombre est la racine 
approchée de N> à moins d*une unité. 

EXBMPLV. 

On demande la racine t^^^ de 456976. 



45.6976 


26 racine exacte. 


16 


4 fois 2' = 3a 


296 976 


Quotient de 296 par Sa 




29* = 707281 , 9 est 




28* = 6i4656, 8... 




27* = 53i44i, .7 ... i 




26* ^ 456976 



trop Jort 
trop fort 



Nombre N 4^6976 



Reste, 



(*) Pour dérnODtrer que le quotient de cette division peut être plui fort 
que le cbifire des unités de la racine, on raisonuera comme nous l'avons 
fait(n-343et364). 
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4^. Si après avoir séparé les m chiffres de droite du nombre ' 
proposé , la partie à gauche contient plus de m chiffres , la racine 
17?."*' de cette partie contiendra au moins deux chiffres qui pour* 
ront être considérés , l'un à Tégard de l'autre, comme étant des di- 
xaines et des unités ; en sorte que , par la même raison qui a fait 
séparer les /n premiers chiffres de droite du nombre N, on sera 
encore conduit à séparer les m premiers chiffres de droite de la 
partie à gauche , et ainsi de suite , jusqu'à ce qu'il ne reftte plut 
qu'un nombre de m chiffres tout au plus. 

Extrayant la racine /w.*"* de la plus grande m.^ puissance par- 
faite contenue dans la tranche à gauche, on aura les unités de 
Tordre le plus élevé de la racine cherchée. Retranchant de cette 
tranche la iTi.*"^ puissance du chiffre trouvé, et abaissant à côté du 
reste les m chiffres suivants du nombre N , on séparera les {rn — i) 
chiffres de droite, et on divisera la partie à gauche parv/i fois la 
(m — I )."" puissance du premier chiffre de la racine, ce qui donnera 
an moins le second chiffre de la racine, que l'on vérifiera comme 
iJ vient d'être dit ( n*» 428). 

Les deux premiers chiffres de gauche de la racine étant trouvés, 
on les considérera comme ne faisant qu'un seul nombre de àï* 
xaines , par rapport an troisième chiffre qui est encore inconnu , 
et on opérera sur ces deux premiers chiffres pour trouver le trol* 
sîèroe , comme on a opéré sur le premier pour trouver le second , et 
ainsi de suite. 

Passons maintenant au procédé que donne la formule du binôme 
pour extraire les racines par approximation. 

427. D'après ce qui a été dit (n° 376, rem.\ extraire le racine 
fj^me ^'ane quantité revient à élever cette quantité à la puissance 

1 

, et comme un nombre peut toujours se décomposer en deux 

m 

parties représentées par a et 6 , la question se réduit à s^voiç 

1 
trouver le développement de (a+ 6) *" . 

Soit donc proposé d'extraire la racine carrée de la quantité 

ToMB IL 7 
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On a (o*»576, rem.) 

Appliquant la méthode du n^ 417, on trouvera 

1 .1/ ï i^ I ^>» I 6' 5 ** X 

V a « 8 û* 16 û» ia8 a* / 

fommle dont on calculera un certain nombre de termes, selon le 
degré d'approximation qu*on voudra obtenir. 

Supposons que Von demande la racine carrée de iok. 
On partagera ce nombre en deux parties dont l'une soit un carré 
parfait, et le plus grand possible ; ainsi on partagera 101 en 100 
et I. Alors f il s'agira d élever le binôme 100 + i à la puissance 

X 

— , et pour cela , il suffira de faire /i = 100, 6 = i, dans la for- 

a 

mule précédente, ce qui donnera 

1 / , i/ 0,01 (o,oi)« (0,0 )» 5(o,oi)\ 

(ioo+ij'ou\/ 101 =(ioorl 1+ + L 

ou 

y 0,1 io(o,oiy* 10(0,01)* 5o(o,ot)* 

\/ loi = loj-f z ^■ 



8 



16 



laa 



Supposons maintenant que Ton veuille avoir cette racine a moins 
de 0,0001 près; il suffira de prendre les 3 premiers termes de la 
série. Car le 4*°® terme se réduit à 0,000000063$ qui est bien a«i- 
dessous de 0,0001, et comme les termes suivants sont enecre beau- 
coup plus petits, on peut les négliger. 

On aura donc 

y 0,1 10^0,01)* 

\/ioi =ioH 

28 

= io + o,o5 — OjOOoiaS 

= 10,049875 

= 10,0499, 
en se bornant aux diz- millièmes. 
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428. Dans cette série , comme dans tontes celles qo*on 
formerait de la même manière, le plus grand des deux termes 
de la quantité proposée doit être considéré comme le premier 
terme du binôme qu'il s'agit délever à une puissance frac- 
tionnaire. 

_i 

Ainsi, dans \/ «-j-^ ou(/i-j-3) ' , en prenant a pour premier 
terme, nous avons supposé que a était plus grand que b; si tétait 
plus grand que et, il faudrait prendre b pour premier terme. La 
raison en est que, hélant plus grand que a, les termes de la série 



■liant en angmen- 



i-/ i b i b^ \ 

a *( i-J . ._+etc... ) 

tant, à partir d*un certain terme, il n*y aurait aucun motif pour 
s'arrêter à l'un des termes qni suivent celui-là. 

Les séries dont les termes vont en augmentant à mesure qu'ils 
s'éloignent de Torigine se nomment séries divergentes^ et celles 
dont les termes vont en diminuant s'appellent séries convergentes. 

Remarque. Si après la décomposition du nombre proposé en 
deui parties dont la première est une puissance parfaite du même 
degré que la racine cherchée, la partie qui doit être le premier 
terme du binôme se trouvait plus petite que l'autre, on se con- 
duirait comme dans lexemple suivant : 

Soit proposé d*extrnire la racine cubique de 12, 

D'après ce qui précède, on aurait 

33 i 

V/2T= V/8+T4 =(8+ I /.)•', 
dont le développement serait nne série divergente. 

Mais 22 = 27 -— 5, 

donc on aura aussi 

3 3 _. j 

V/32 = v/^7— 5 = (27—5) » , 
qui conduite une série convergente. 
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LIVRE NEUVIÈME. 



Mesures anciennes. Nombres concrets^ complexes et 
incomplexes. IVoui^elles mesures. Théorie des 
divers systèmes de numération. 
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Nous alloDS d'abord donner quelques définitions nécessaires 
pour bien comprendre ce que nous aurons à dire sur tes anciennes 
ei les nouvelles mesures. 

429. On appelle corps^ tout ce qui est susceptible de pro- 
duire sur nos organes un certain nombre de sensations déter- 
minées. 

Tout corps occupe une certaine partie de l'espace; cette partie a 
toujours les trois dimensions : longueur, largeur, épmsseur on pror 
fondeur. 

450. La partie de Tespace occupée par un corps a des limites 
qui la séparent du reste de l'espace \ ces limites, que Ton nomme 
surfaces, n'ont que deux dimensions .* longueur, et largeur. 



Quand on corps est terminé par plusieurs surfaces , chacune 
d'elles est limitée par sa rencontre avec quelques-unes des autres ; 
ces noutelles limites n*ont qu'une dimension qui est la longueur , 
et se nomment lignes. 

Les lignes, (ou les limites des surfaces qui terminent les corps), 
sont elles-mêmes limitées par leurs rencontres, ou par leurs extré- 
mités; ces dernières limites n'ont ni longueur, ni largeur, ni épais- 
seur, et se nomment/70//ir^. 

451. La ligne droite est le plus court chemin d'un pmnt à un 
antre. 

La ligne courbe est une ligne qui n'est ni droite^ ni Ct>mposée 
de lignes droites. 

Un plan est unetorface telle quune ligne droitequi joint deux 
de ses points se confond avec elle dans toute son étendue. 

La circonférence de cercle^ ou la ligne circulaire^ est une ligne 
coarbe dont tons les points sont également distants d'un même 
point pris dans le plan sur lequel elle est tracée; ce point se nomme 
centre, La partie du plan qui est limité par la circonférence se 
nomme cercle. Une portion quelconque de la circonférence sap- 
pelle un arc. 

Un angle est la quantité plus ou moins grande dont deux lignes 
s'écartent Tune de l'autre. 

452. Le carré est une figure plane formée par 4 lignes droites 
égales qui font entr'elles des angles égaux; chacune de ces lignes 
est le côté du carré. 

Le cube est un corps compris sons six carrés égaux; il a la forme 
d'un dé à jouer; chacun des carrés est nneface du cube. 

La sphère est un corps terminé de toutes parts par une surface 
courbe dont tous les points sont également distants d'an point in« 
térienr que l'on nomme centre. 

Une droite qui joint deux points de la surface de la sphère en 
passant par le centre, se nomme diamètre de cette sphère. 

455. La terre est un corps à peu près s|>bérique, cjfui a deux 



54 MisuBis inaiHiiss. 

iDouvements: Tun de rotation autour d*un de ses diamètres qa*on 
appelle tfore et dont les extrémités se nomment les pôles \ Tautre 
de translation autour du soleil. Le premier mouvement s'achève 
en un jour, et se nomme mouvement diurne^ Tautre s'achève en un 
an, et se nomme mouvement annuel. 

Le méridien terrestte est un cercle dont le plan passe par l'axe 
de la terre. 

L'équateur €&t un cercle dont le plan passe par le centre de la 
terre^ et qui a tous les points de sa circonférence également éloi- 
gnés des deux pôles. 

454. Lorsqu'on veut comparer entr'elles des grandeurs de 
même nature, on choisit pour terme de comparaison une quantité 
de leur espèce, qui est alors ce qu'on appelle unité démesure. Me- 
surer une grandeur quelconque, c'est chercher combien de fois celte 
grandeur contient l'unité de mesure. 

Ainsi, pour mesurer des lignes, on prend une ligne arbitraire, 
et on cherche combien de fois la ligne à mesurer contient cette 
autre ligne qui est alors Y unité de longueur. De même, V unité de 
surface est elle-même une surface que l'on prend aussi arbitraire- 
ment, et qui est ordinairement un carré (n® 432) dont le côté est 
l'unité de longueur. Pareillement, Vunilé de volume ^\ un corps 
que l'on prend encore arbitrairement, et qui est ordinairement un 
cube dans lequel le côté d'une des faces est l'unité linéaire ou de 
longueur. 

435. Les régies qui ont été prescrites jusqu'ici suffisent pou c 
opérer sur les nombres abstraits (n° 4). Mais dans la résolution des 
diverses questions auxquelles on peut être conduit dans les reh^r 
lions êocia les, les opérations se font faujours sur des nombres con- 
crets (n^ 5) ; il est donc nécessaire de connaître U% différentes 
unités dont on se sert pour évaluer les quantités, ou lescompareir 
entr'elles, ainsi que les di^ersi?s manières dont ces unités se subdi- 
visent. 

Nous avons déjà dil(n ^ 18) que l'unité, quelle qu'elle soit, se 
partage en un nombre quelconque de parties égaies, et (n** SfT, 
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rem ,-) que ces parties peuvent être elles-nnénieft coDsidérées comme 
de nouvelles unités; mais, jusqu'à présent, nous n*avons limité en 
aucune manière le nombre de parties égales que l'on doit conce* 
Toir dans l'unité. Dans les arts, dans le commerce , etc. , pour sim- 
plifier les calculs, au Heu de partager tout d'un coup Tunité en un 
grand nombre de parties égales, afin d'avoir des parties très-petites, 
on ne la partage d'abord qu'en un certain nombre de parties égales 
assez restreint, puis on divise ces parties en d'autres, ces nouvelles 
encote en d'autres, et ainsi de suite. 

Anciennement , les unités qu'on employait pour mesurer les 
grandeurs variaient d'un pays à l'antre, tout en ayant la même 
dénomination, et par cela même, il était presque impossible de les 
connaître toutes. Malgré l'utilité, depuis longtemps reconnue, de 
faire dépendre toutes les mesures usuelles d'une même unité in* 
▼ariable, prise dans la nature, et de les subdiviser d'une manière 
nniforme, ce n'est que depuis le commencement de 1840 que Ton 
est parvenu à la solution de cette importante question. Les an- 
ciennes mesures ont été abolies par une loi, et on a adopté un nou- 
veau système à l'aide duquel les calculs deviennent d'une grande 
aimplicité. 

436. En raison de ce qui vient d'être dit, nous nous contente- 
rons de faire connaître , par le tableau suivant, quelques»unes de» 
anciennes mesures , ainsi que leurs différentes subdivisions. Cela 
nous parait utile , parce que, pendant longtemps encore, on ne 
pourra se dispenser de comparer les deui systèmes, ne serait-ce que 
pour l'intelligence des anciens écrits, qui nécessite que l'on sacbe 
opérer la conversion des anciennes mesures en nouvelles. 

Longueurs. 
L'unité principale se nomme toise 



T. signifie toise, 

P pied^ 

p pouce, 

i ligne. 



I toise vaut 6^-, 

l pied la^ , 

I pouce la'- . 
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Surfaces. 
L'unité principale est la toise carrée. 



^ 



TT signifie toise carrée, 

PP pied catréy 

pp pouce carré, 

II, ,,. , Itgne carrée . 



iPï*- 



^pp- 






Capacités ou volumes. 
L*unité principale est la ioise cube. 



TTT. signifie toise cube, 

PPP pied cube, 

ppp pouce cube, 

m ligne cube. 



jTTT. ^aQi 

ppp. 



I 
ippp 






* signifie livre, 

s sou , 

y denier, 



Monnaies. 
L'unité principale se nomme livre. 
I* vaut 






4? signifie livre , 

M rnarc , 

O ^ once , 

G^ gros , 

g" gfain. 



Poids. 
L'unité principale se nomme livre, 

vaut 






80., 

8«, 

7a»-' . 



IfOMBB£8 CONCRETS. 



S7 



3 . ' signifie jour, 

H ..•..«• heure f 

m,, . t minute f 

*.....,•.' seconde, 

€ tierce. 



Temps. 
Cunité principale se nommt jour* 
vaut 



I*- . 



6o'«v, 
60»' , 
6o'- 



Circonférence. 

La circonférence se partage en 36o parties égales qa*on appelle 
degrés; le degré est Tunité principale. 

o signifie ^^gr^ 9 1® vaul 60' , 



' minute , 

^' seconde, 

"^ • . . . tierce^ 



60", 



DflS NOMBRES GONGEETS» 



457. Un nombre concret (n° K) peut être entier , fractionnaire 
ou fraction. Lorsqu'il est fractionnaire , ou plutôt lorsqu'il con- 
tient des unités d'une espèce quelconque et des subdivisions de cette 
nnitéy on l'appelle nombre complexe ; dans les deux autres cas « 
c'est*à dire, quand il ne contient que des unités principales ou 
qu'une seule espèce de subdivisions de l'unité principale , on l'ap- 
pelle nombre incomplexe. Ainsi ^ 4* iv*'" 8*" , 5^* 3^* V'^ sont des 
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nombres compleies ; 6 % lo*^*, 5^% sont des nombres incompleie». 
Il résulte de ces définitions que l'on peut rame^ toute opéra- 
tion proposée sur des nombres concrets ( complexes on incom- 
plexes), à une opération analogue sur des expressions fraction- 
naires ou sur des fractions ordinaires, en faisant subir i^ cbacun 
des nombres proposés la transformation suivante: 

438. Pour transformer un nombre complexe en une ex- 
pression fractionnaire équivalente de son unité principale^ ît 
^aut convertir les unités principales en unités dé la seconde 
espèce {p^ 92)^ et ajouter au résultat de cette première opé- 
ration les unités de cette même espèce que contient le 
nombre proposé» 

Convertir ensuite en unités de la troisième espèce le 
nombre d'unités de la seconde espèce qui aura été trouvé^ et 
ajouter au résultat de cette opération les unités de la troisième 
espèce qui se trouvent dans le nombre proposé, et ainsi 
de suite. 

Quand on aura ainsi converti toutes les parties du nombre 
donné en unités de la plus petite espèce qu'il contiendra, on 
donnera au résultat, pour dénominateur, le nombre qui in- 
dique combien il faut de ces unités poww composer l* unité 
principale. 

Soit proposé de transformer le nombre S'^* 4^* ii'^ en un» 
expression fractionnaire équivalente de la toise. 

Opération^ 

5T. 4P. iiP^ 

6 



34^- 
la 



419 

419'' ou de toise. 

7a 
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Dans cet exemple , uoos avons été condaits è multiplier 3/| par 
13 ; nous avons effectué cette multiplication en opérant comme si 
le nombre la ne contenait qu'an seul chiffre (n^ 48), et nous avons 
ajouté simultanément les 1 1^* du nombre proposé. Ce sont des abré- 
viations auxquelles il est bon de s'habituer. 

S'il n'y avait pas d'unités principales dans It nombre proposé, 
on opérerait encore de la même manière. 

SoU proposé de convertir S^' a4''* lO^* en une fraction Jqui^ 
valente du jour, 

Opéfùtion* 

5«- a4'*- lo-^- 
60 



3a4'"- 
60 



19450 

I9450-'" ou : — de jour, 

86400 

On opérerait encore de la même manière, si le nombre proposé 
étant incompleze, il ne contenait pas d'unités principales, dans le 
cas oà l'on voudrait que la fraction équivalente fût composée de 
parties plus petites que celles qui sont contenues dans le nombre 
donné. 

Soit proposé de convertir 5 onces en une fraction équiva^ 
lente de ia livre (poids). 

Opération. 
50. 
8 



4oO- 

1^ 



a88o 

SkSSo^ • ou * de livre, 

9316 



Si on Toulait que la fraction contint des parties de même valeur 
que celles du nombre proposé , il n'y aurait qu'à lui donner pour 
dénominateur le nombre qui indique combien Tunité i>rincipaU 
contient de parties de son espèce, 

5 

Ainsi pour It nombre de Teiemple précédent, on aurait 

16 
àe Itvrv. 

Keciproquement , pour transformer une expression fraction- 
naire d'une certaine unité principale en un nombre complexe 
équivalent, il faut diviser le numérateur par le dénominateur ^ 
le quotient exprimera les unités principales. 

Si cette division donne un reste , on le multipliera par le 
nombre qui indique combien il faut dunités de la seconde 
espèce pour former t unité principale, et dikdsant le produit 
fur le dénominateur de V eocpression fractionnait e, on aura les 
unités de seconde espèce quelle contient. 

Si cette seconde division donne encore un reste, on le mul- 
tipliera par le nombre qui indique combien il faut d'unités 
de la troisième espèce pour fotm&r celle de la seconde ; dwt* 
sont le produit par le dénominateur de l expression fraction* 
naire, le quotient indiquera combien elle contient d'unités de 
la troisième espèce, et ainsi de suite. 

S'il se trouve un reste à la fin de la dernière division , orê 
lui donnera pour dénominateur celui de l* expression fraclion- 
nairej ce qui formera une fraction de f unité de la plus petite 
espèce^ que l'on écrira à côté des unités de cette même 
espèce. 

539 
Soit proposé de transformer — — de toise en un nombre 

complexe équivalent. 
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OpéralJon. 






539 
169 


37 


.._.... i4 




i4T. 3P- 4"- 


10' àe ligne 


i""' reste 


ai 
6 








ia6 




a"»*' reste, . . 


. i5 
la 








180 




3"^* reste, . . 


. 3a 

13 








384 




Reste 


... i4 







61 



^39 , 
D'abord , il est évident qtie l'expression fiaclionnaire de 

toise contient autant de toises que le nombre 37 est contenu de 

fois dans 539. Le quotient de la division de 539 par 37 est i4 > et 

539 
U re»l« ai 5 d*où il résulte que le nomljre ~ — de toise équivaut 



37 



ai 



à jat . lie toise. Mais la toise valant 6 pieds , les -— — de 

37 ^^ 

toise vaudront ^ ou de pied; donc en divisant ia6 

par 37 , on aura le nombre de pieds cpue doit contenir le nombre 
cherché Le quotient de celte division est 3 et le reste i5 , d*où il 
53g i5 

résulte que le nombre de toise est égal à i4'^' 3^' --*— 

^ 37 37 

de pied. 

Ett continuant ainsi, on trouve que l'expression fractioAiiaîre 

53g '^ 

de toise équivaut à U'^' ^^'it^' ^o^- --—de ligne.- 

37 37 
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439. Un nombre concret ponvant toujours se transformer en 
nne expression fractionnaire équivalente, et celle-ci pouvant être 
convertie en décimales , si non exactement] (n? 272 ) , du moins a 
tel degré d'approximation que Ton voudra , toutes les opérations 
sur les nombres concrets (complexes ou incompîexes) , peuvent étr« 
ramenées à des opérations analogues sur des nombres décimaux , 
et diaprés cela , nous terminerons ici la théorie de cette sorte de 
nombres. 
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440. Nous avons déjà parlé (n"" 455) de lutilité de faire dé- 
pendre toutes les mesures usuelles dune même unité invariable» 
prise aans la nature, et de les subdiviser d*une manière uniforme. 

Pour parvenir à ce but, on a déterminé la longueur du quart 
du méridien terrestre qui passe par l'Observatoire royal de Paris (*), 
et on a pris pour unité de longueur la dia:^ millionième partie de 
celle-là. Cette unité qui , comme on voit, pourrait être retrouvée, 
si tous les étalons venaient à être détruits , se nomme MÈTRE. 
Cest am mètre que l'on rapporte toutes les autres unités princi- 
pales, excepté celles qui sont relatives à la circonférence de cercle 
et à la mesure du temps ; et on l'appelle , par cette raison , la base 
du nouveau système que Ton nomme aussi système métrique. 

441. La longueur du mètre, ou de la nouvelle unité linéaire, 
estde3«*o''-ii'- ,396. 

Les subdivisions de cette unité suivent la loi mentionnée (n^ 23). 



(*) L'arc dont il f'agit est la dialance du pôle à Téquaieur (n* 433). 
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NOd a donné des noms aux trois premières de ces subdivisions, ainsi 
qu'à quelques-uns des multiples de la nouvelle unité, qui suivent 
aussi la loi décimale. 

Chacun de ces noms se forme en faisant précéder le mot mêtrf 
de Tuoe des dénominations contenues dans le tableau suivant, dont 
la 5efK>nde ligne fait ^con naître les relations de grandeur qui 
existent entre le mètre et chacun des multiples et des sous mul- 
tiples dont il s*agit. 



JUjrria, Ailo, hecto, déca, mèire^ déci, cehti^ tni 
Dix -mille, mille, cent, dix, dixième, centième, millième. 

Ainsi les multiples du mètre auxquels on a donné des noms 
particuliers sont le décamètre, Vhectomètre, le kilomètre et le mj" 
riamètre ; et les sous-multiplcs sont le décimètre , le centimètre et 
le millimètre. De plus, 

un décamètre vaut lo mètres; 

un hectomètre lo décamètres 

ou loo mètres; 

un kilomètre lo hectomètres 

ou loo décamètres 
ou looo mètres; 

un myriamètre , lo kilomètres 

ou lOo hectomètres 
ou lOoo décamètres 
ou loooo mètres. 

Pareillement, un mètre vaut lo décimètres 

ou lOo centimètres 
ou 1000 millimètres. 
Ces multiples et sous-multiples du mètre sont les seuls auxquels 
on ait donné des noms particuliers ; les autres conservent les noms 
et les valeurs dont il a été parlé (n<»* 12 et 22). 

442. Les multiples du mètre dont nous venons de donner les 
soms se piennent aussi, dans certains cas, pour unités princi- 



- 64 nOVTXLLSS mesctrbs. 

palet, k l'exception de V hectomètre que Ton n'emploie jamais en 
cette qualité; le décamètre lui-même s'emploie rarement. 

Le myricufnèlre et le kilomètre sont employés comme unités prin- 
ctpalefl danf les mesures itinéraires. Le myriametre vaut un peu 
plus que le double de la Ueue terrestre de aSoo toises; le kilomètre 
est, par conséquent, an peu plus de 5oo toises, ou d*un cinquième 
de cette même lieue. Il est un peu pins grand que le quart de la 
lieue de poste, mais on fait abstraction de cette différence qui est 
de i3 UHses; en sorte que 4 kiloinètres équivalent à une lieue de 
''poste y d'après les nouveaux règlements. 

443. Les multiples et les sous- multiples du mètre étant soumis 
il la loi décimale, il est inutile d'entrer dans aucuns détails sur la 
manière de les écrire et de les énoncer ; et comme toutes les nou- 
velle» mesures que nous allons faire connaître sont dans le même 
cas , nous renverrons également à ce qui a été dit sur le même, 
sujet pour les nombres entiers elles nombres décimaux abstraits. 

444. La nouvelle unité principale pour les surfaces est le 
mètre carré, dont les multiples sont : le décamètre carrée Xhecto- 
mètre carté^ le kilomètre carré et le myriamètre carré. Les sous- 
multiples de la même unité sont le décimètre carré , le centimètre 

carré et le millimètre catré, 

* 
Le décamètre carré vaut loo mètres carrés, 

V hectomètre cane en vaut i oooo , 

Le kilomètre carré loooooo , 

et le myriamètre carré loooooooo. 

Le mètre carré vaut i oo décimètres carrés, 

ou 1 oooo centimètres carrés, 
ou lOooooo mdlimètres carrés. 
Le myriamètre carré et le kilomètre carré s'emploient comm« 
unités principales dans les mesures de superficie d'une grande 
étendue, en place de la Ueue carrée que Ton employait autrefois. 

448. La noQTelk unité de surface pour les mesures agraires se 
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n^mnM are ; celte nnilé n*est aatre chose qae le décamètre carré, 
c*est* à^dire qoec*èst un carré (n® 43Î) dont le côté a un décamètre 
oo I o i7t^/iv^ de longueur. 

L.a nomenclature des multiples et des sous-multiples de cette 
unité se forme de la même manière que celle qui a été adoptée 
poor les multiples et les sous-mullîples du mètre; ainsi , ou a 
comme au n^ 441. 

Myria, kilo, hecto, déca, are, décij cenii, miUL 
lCM>OOy lOOO, 100, lo, o,i, o,oi, o,ooi. 

Le mot are doit être ajouté a toutes les dénominations de ce 
tableau ; mais au lieu de mjria-are, kilo -are, kecto^are, déco-are, 
on dit myriare, hilare, hectare et décare. 

Le kilare et le décare ne sont point employés comme unités 
principales. 

La troisième des subdivision^ de Vare, c'est^-à-dire le milUare 

ne s'énonce pas ordinairement; ainsi pour énoncer 45^, a35, on 

dit 45 ares a^S millièmes à'are, au lieu de 46 ares a35 milUares^ 

Vhectare remplace \ arpent, qui était Fancienne unité de surface 

pour les mesures agraires; il en est à peu près le double. 

446. La nouvelle unité de volume , ou de capacité , pour les 
corps quelconques, est le mètre cube; c'est un cube (n^ 452) dont 
chacune des faces est un mètre carré (n*^ 444). 

On n'a pas donné de noms aux multiplesdu mètre cube;les sous« 
multiples sont le décimètre ^ cube , le centimètre^cube et le milU^ 
mètre- cube ^ 

Le mètre^cube vaut * 1000 décimètres -cubes, 

ou 1 000000 centimètres-cubes, 
ou 1 000000000 millimètres-cubes. 

L'unité principale pour les bois de chauffage est le mètre-cube^ 
et se nomme stère. On emploie encore comme unité principale le 
déca^stère qui vaut 10 stères, et le décistère qui est la lo^'^jiartie 
du stère. Le siére équivaut à peu près à la demi*vôi€. 

Les autres multiples et sous^multiples du stère ne sont point 
usités. 

Tome il 9 
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447. L'unité principale des vcfores de cmptché , pour les li- 
quides et pour les grains , est le litre ^ qui répond tu Mcmnétre* 
cube. 

Pour cette nouvelle unité , on né considère, en Cuit 4e «Mslsiples, 
qaeledécaUire et V hectolitre ; et en fait de sfus-moUi^es, ^«« le 
décilitre et le centilitre^ 

Le litre remplace la pinte pour les liquides, et le tiiron foor les 
grains ; il est un peu plus grand que chacune de ces anciennes me- 
sures. 

Le décalitre remplace le boisseau pour les grains ; YhectaUtre 
sVmploie pour les futailles de vin ou de tout autre liquide. 

448. L'unité principale pour les poids s'appelle gramme ; le 
gramme est ^gal au poids d'un centimètre cube d'eau distillée et 
ramenée à son maximum de densité (^), Le gramme pèse 1 8^,827 1 5. 

Pour celte unité, on admet les mêmes multiples et sous-mul- 
tiples que pour le mètre; ce%\'k-à\Te^\e décagtamme ,V7iectf>' 
gramme , le kilogramme et le myriagramme pour les multiples; et 
pour les sous -multiples, le décigramme , le centigramme et le 
milligramme. 

Le kilogramme remplace l'ancienne livre de deux marcs; il en 
est un peu plus du double. 

Dans les grandes pestes , on prend quelques fois pour unité un 
poids à% 100 kilogrammes auquel on donne le nom de quintal mé- 
trique. Ainsi quand on dit i435 quintaux métriques ^ c'est comme 
9i on disait 1 48600 kilogrammes , ou i435ooooo^a/n'?te^« 



{^) Les corps sont -pénéixéê «l'un grand nombre de vides qu'on appelle 
pores j en sorie que leur quantité de matière ne dépend pas uniquement de 
leur volume. Sous un même volume il y a d'autant plus de matière que les 
parties sont plus serrées ; et c'est cette pins ou moins grande proximité des 
paities que l'on nomme densité. On dit qu'un corps est plus dense qu'un 
autre, lorsqu'à vdume égal , û contient plus de matière que cet autre corps ; 
on dit au contraire qu'il est moina den$e ou plus ràf>e , lorsqu'à fokime 
égal, il renferme moins de matière, 
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^449. L'imité prkidpaUt poar les monnaies est le/ranc La pièce 
d*€tn fittme pèse 5 gnntaes ; Me contient 9 parties d*argent par et 
I de enivre. 

On n'a pu donné ûé nom anx multiples de cette nnité, et de ses 
80«M mnltiples, on n^n considère qne dtdz, savoir r le décime et 
le cetuimêé Le âédmeeti la lO."* partie dn franc , et le centime 
est la io<*** par^edn décime, et , par conséquent , la ioo.<*^ partie 
du fymne. 

Le franc remplace l'ancienne livre (motmaie); il vant nn pen 




plus. La différenca est de — • , en s<Hrte que 80 fr. valent ni*\ 
80 ^ 

81^ 19440^ 

dfoà il résohe que i ft. = =2 = a43 deniers. 

80 80 



490. Pour introduire le système décimal dans toutes les me- 
\ , sans exception , on avait partagé le Jour en div heures , 
Vhewe en 100 minutes, la minute en 100 secondes , et ainsi de 
aûte; mais eetle nouvelle division a été abandonnée , et on est re« 
venu à l'ancienne , qui est comprise dans le tablean du n^ 4M. 

Dans le même but qne ci-dessus , on a partagé la cireonléreoce 
en 400 parties égales ^ appelées grades ou degrés certtésimaux } le 
grade en 100 minutes centésimales , la minute en 100 secondes, 
et ainsi de suite. 

Quoique cette nouvelle division de la circonférence , que l'on 
nomme division centésimale , ait quelque avantage sur la divi- 
sion sexagésimale, que nous avons indiquée dans le tableau du 
n^ 456 , cette ancienne division n'a point été abandonnée ; elle est 
toujours en usage, principalement pour les opérations de l'astro- 
nomie nautique. 

451 . L'eiposé du système des nouvelles mesures suffit pour dé- 
montrer le grand avantage qu'il a sur l'ancien. En adoptant exclu- 
sivement ce nouveau système, on est débarrassé de ce grand nombre 
de svMivtsions particslières pour cbaque sorte d'miité , et on dé- 
truit en même temps un inconvénient très gi^ave, provenant de ce 
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que, comme nous TaTons déjà remarqué (n® ^^)« les anciennes 
mesures varieai d'un pays k l'autre, tout en ayant la méoM déno- 
mination. 

Les nouvelles mesures étant soumises à la loi décioMle « il est 
inutile de détailler ici les procédés à suivre pour effectuer les opé- 
rations de l'arithmétique sur les nombres qui représentent les nou- 
velles unités, ainsi que leurs snbdivbions. On suivra, en toute cir- 
constance, les règles qui ont été prescrites pour les nombres entiers 
et les nombres décimauz abstraits. 

Pour terminer l'exposé du système des nouvelles mesures, nooa 
allons donner le moyen de convertir les anciennes mesures en nou- 
velles , et réciproquement. Cette question conservera une certaine 
importance, tant que l'ancien système né sera pas entièrement 
abandonné. 

452. Pour convertir un nombre complexe quelconque de 
l'ancien système en unités correspondantes du nouveau, on 
réduit le nombre proposé en unités de la plus petite espèce, 
et on divise le résultat de cette opération par le nombre qui 
indique combien l'unité correspondante du nouveau système 
contient de ces unités de la plus petite espèce du nombre 
proposé. 

Exemple i. 

On propose de convertir 8*^* 4^* S''' en mètres et en fraction 
décimale du mètre. 

Le mètre valant S^* o^* ii^, 296 (n** 441) ou 443'', 296, et S**** 
^p. 5;». Yalant 7648 lignes, la question revient évidemment à di- 
viser 7548 par 443, 296, ou (n® 67) 7548000 par 443^96. Effec- 
tuant celte division comme il a été dit (n° 269), on trouvera pour 
quotient 17,027, à moins de 0,001 près; d'où on conclura que 

8T. 4P. 5;». ^ i7'»i<.,oa7, 
à moins d'un millimètre près . 

EXEMPLE a. 

On propose de cowtrtir 5**' 6^* 3^- en grammes et en fraction 
décimale du gramme. 
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I graFnmevBui i6»-, 817 «5 (n« 448), et 5"*« 6^* 3^* valent 36713 
grains, La question proposée conduit donc à diviser 26712 par 
i8,8!i7i5, 00 2671200000 par 1882715, ce qui donne 1418,802 ; 
d*où il résulte qne 

5M.6<^. 3G- = i4i8*'*--, 802, 
à moins d'un milligramme près. 

EXIMPLS 3. 

On demande la valeur de a/|^ 16/ 8^ en francs et en fraction 
décimale du franc* 

Puisque ^f' = 243*^ (n« 449), et que 24* 16/ 8>^ = 6960*^, la 

question conduit à diviser 6960 par 243, ce qui donne 24,526, en 

se bornant aux millièmes; d*où il résulte que 24^16-^8^ = 24^*, 53, 

à moins d*ic/i centime près. 

453. Pour convertir un nombre eocprimant des unités 
quelconques du nouveau système en unités correspondm%t€$ 
de l'ancien, il faut d'abord chercha la valeur de l'unité prin- 
cipale du nouveau système en unités et en fraction décimale 
de l'unité principale correspondante de l'ancien. Ensuite, 
multipliant cette valeur par le nombre donné, la partie entière 
du produit sera les unités principales de fancien système. 
Multipliant la fraction par le nombre qui indique combien 
cette unité principale veut d'unités de la seconde espèce, la 
partie entière de ce^ nouveau produit exprimera le nombre de 
ces unités, et ainsi de suite. 

EXKMPLE I. 

Proposons -nous de convertir en toises , pieds , etc . , le nombre 
*7"**'i ^^1 trouvé dans V exemple i du n^ précédent* 
D'abord, on a (n« 441) i"«*' = 443»-, 296 

et iT. =86V«; 

!"*»• 443,296 

donc -— — = — r- » 

iT- 864 
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iT.x(44?,29^ 443TS 19^ 
dou (n** 82) !"•*• = = — 

864 864 

= 1L_I — = oT-,5i3o74 . 

864000 

Ensuite, multipliant o'^*,5i3o74 

par 17,037 



359i5i8 

1036148. 

3591518.. . 

5i5o74*«.- 

on aura 8'^'^7 36 110998. 

Multipliant la fraction par 6 

il viendra 4%4i666. 

Multipliant la fraction par * 12 

oa «w» 4''',9999^ • 

Multipliant la Iraetion par la 

on trouvera ï i^ï999o4 ; 

en sorte que le nombre i7"'**',027 est égal à 8*^* 4**' 4''** »''»999o4i 
ou à 8^- 4^' ^\ à très-peu de chose près. 

£xBMfil.E 2^ 

Sait le nombre i4i8«'**',^» t^u'ornse proptne de cùnpertiren 
marcsy onces^etc. 

On a (n° 448) i»"»- = iS^'jSa? i5 

et iM. = 4608»- ; 

i«"". i8ff.,827i5 
donc . =s , 

!**• 4608 

i^X(i8,8a7i5) i8»ï-,827i5 

d'où 1»"". = = ' • 

4608 4608 

iS8îi7i5 

_-_ =: o"*,oo4o8575. 

46o8««ooo 



FconrEsm. bis hssuaka Aitc* bit kquv, bt pbgip. ;| 

tiplwnt ensuite o*^ ,oo4a8575 
» <-.. i4iS,8oa 
8i7t5û 
3368600, 
3a686<ic 
40S575... 
1 6343oo. . . » 
408575 



On trouvera 5*^,7 96870117150. 

MultipHànt la fraelion par. ........ « 8 



oa aura . * * * , 

MuhipUant la frgcdon par. 






Il viendra . - , , a^ ,^9968 - 

MuUiplîant la fraction par 7a 



699776. 



On aura« 



en sorie que i4i8*"™ \8oa=5™^60 a"^ 7itf-,97696, ou 51^6^ 3*^-, 
à motns d'un dMème de grain. 



Wi 



ElEUFLE 3. 



Soit le nombre 24' ,5a6 qu'on st propose de convertir tn livres, 
sous €i denlerSf 

On a (nM49) 1^' = a43*- 



et 



143 



1 ^°" 


I* a4o 
^ i^Xa43 m43* ' 
^0 a4o 


j 


« 


L > 




^^^^^ 







72 - oomms. sbs misvbbs asc. bu Movy. bt bécip. 

Multipliant ensuite i^,oi35 

par a4,5a6 

60760 

aoaSo. 

5o6a5.. 

4o5oo . . • 

^o^So. • .. 

on trouvera a4*,83a575o . 

Multipliant la fraction par ^o 

il viendra i6'^-,65i4o . 

Multipliant la fraction par la 

on aura 7*^',8i68o ; 

en sorte que le nombre 24'*, 626 est égal à 24^16-^8^ , à moins 
de o^a de denier, 

Rbvarqub I . Comme il n*est pas toujours nécessaire d'em- 
ployer toutes les décimales des produits qu'on est conduit a effec- 
tuer dans les opérations de ce genre, on pourra obtenir ces pro- 
duits par la méthode du n^ 262. 

Rbmabqub a. L'égalité 80'- =81* (n<^ 449) donne 1/.= 1* 

I I 

-|- ûe livre f et 1*= i/» de franc; d'où il résulte un 

80 81 

autre moyen de convertir les litnvs en francs^ et réciproquement. 

Pour convertir en francs un nombre de livres, sous et deniers , on 

transformera le nombre proposé en un nombre décimal éqmva' 

lent[*), et on en retranchera /a 8 1 "• partie 



(*) On convertit d'abord les sous et lei denierf en une fraction équiva- 
lente de la livre (n*' 4B8), et celle-ci en une fraction décimale (n** 271) que 
Ton joint aux livres an nombre propoaé. 
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Ti . —6. Pour 'Obtenir cette 8i"^ partie, on prendra d*abord le 
9"*^ cl-v nombre décimal trouvé , et on prendra eniuite le 9"* de 
ce ^"**. 

Swi U notnbre a4# 16-'' 8^ de Veœemple 3 du ftf* 45t* 
a4*i6J*8x-a4*,«333... . 
9— partie. 2,7»9t 

8i*» partie. o,3o66 

a4in6j-8*^ " a4^',5a67 ; 
«o sorte que 34^16-^8^ valent a4^,53 à moint d'un centime prés, 
comme au n? 452. 

Réciproquement 9 potir convertir un nombre de francs en 

livres, sous et deniers* 4m ajoutera à ce nombre la %q^^ partie 

de sa valeur: la partie entière de la somme sera le nombre de 

livres ^ et pour trouver les sous et les deniers, en opérera 

comme dans l'exemple B du n^ 453. 

N.-B. Pour trouver la 80"" partie du nombre proposé, on en 
prendra d*abord le lo"*, pois on prendra le S*** de ce lo"*. 
Soil If nombre a4^*>5a6 £& l* exemple Z du n^ A^%, 

a4^)5a6 

10— partie 2. 4?«ê 

8o"* partie o, 3o657 

Somme a4^83a57 . 

Multipliant la fraction par. ..... ao 

on aura 1 6^,65 1 40 ; 

Multipliant la fraction par la 

il viendra 7*^,81680; 

en sorte que le nombre a4/**,5a6 est égal à 34^16-^7^, 81680, ou a) 
a4#i6^8^, à moins de o,a de denier près, comme au n® 48^. 

484. Par ces différents eiemples., on voit qu'il suffira de se 
rappeller les trois relations 

I mètre c= 3'*'0''- 11 ',396 «= qT',5i3974, 
ToMB IL 10 
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I gramme =x i8**,8a7i5 , 
I fitjum = «43 deniers = i*,oi2S, 
pour être à même de convenir toutes les mesures anciennes en 
nouvelles, et réctproqueaient, puisque toutes Its aatret unités da 
nouveau système sont dcpendaates du mètre. 

458. Comme les pesées un peu fortes se fimt maintenant en 
Mlogrammes^ qui remplacent les anciennes livres (poids) , nous 
allons donner un eiemple de conversion àe% livres, onces y etc., en 
ïtilogrammes, et réciproquement. 

Soit le nombre 6ff 14^* 7^» qu'on se propose de convertir en 
kilogrammes. 

Puisque le kilogramme Tant looo grammes (n® 448), et que le 
gramme vaut iS's^T'S» 
on aura (n« 2»6) 1**^ = i88a7*-,i5 ; 

et comme 6:î? i.4^* 7^" =63864 grains , 
)a question revient donc à diviser 63864 par 18827, i5,ou 63864o<x 
par 1882715, ce qui donnera 3**'^-, 39212a. 

Réciproquement, pour convertit le nombre 3*'^', 392122 en 

livres, onces, etc. , on remarquera que 

!*''«• = 1882-7* ,1 5 

et que il? = 9216^- ; 

i*'^- 18827,15 

donc = ■ , 

1^ 9216 

ifi>X(i8827,t5) 

d'où I *''**• = = 2^,04287652 . 

9216 

Il ne restera donc pîus qu'à multiplier ce nombre par 3,39a 132'. 

Si on emploie le procédé du n° 262, et si on se contente de 7 dé- 
cimales au produit y on trouvera 6^14^- 6^* 7i^',9898624 ou 
6ff i4^* 7*^'» à très-peu de chose près. 



TxAoiii Mi MTJtts fTSTÈiistDs lirait Amx. 75 



THÉOEIB DES D1V£RS SYSTÈMES DE NUMJ^AUOK. 



4SÔ. Nous avons dit (n^ 15) que la base d^un «^slène de n«- 

tnération est le nombre qui indique combien on emploie dt chiffres 

^ans ce système: celui dans lequel on emplçie </i0iMr cUif^rea, ou 

dont la base est a , se nomme système binmre ; cel«ii dont la baac 

% est 3 s^appelle système ternaire ^ et ainsi df suite.^ 

Dans tons les systèmes, on emploie autant de chiffres aignifica*^ 
tîfs qn*ii y a d'unités moins une dans la base; ainsi, dans le système 
binaire, il n'y a qu'un seul chiffre sigâificalif , qui est i ; dans le 
système ternaire, il n'y en a que deux , qui sont i et > , et ainsi d«s 
autres. Dans chacun de ces systèmes, on emploie l««éro> de^ 
'm^roe manière que dans le système/décimal. 

Lorsque la base est plus grande que lo , le système cqn>prfD4 
plus de neuf chiffres significatif; les /?^/{/' premiers sont c^ux da 
système décima], et les autre»/ sont ordinairement les, litres 
grecques a^ C^ y ^ etc. Les chiffres du système duQ^çimai » par 
exemple, sont / 

un, deuâSy trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix, onze, zéro, 

1. a, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9i «, ^7 o. > 

457. Dans un système quelconque, on représente donc p|r un 
seul chiffre tous les nombres plus petits que la base du système ; 
pour représenter tous les autres nombres, on a établi des conven- 
tions analogues à celles du système décimal. 

Ainsi , dans le sysléaiie duodéctn»!, par exemple, on représente 
à l'aide d*an seul chiffre tous les nombres depuis un jusqu'à onze ; 
on n ainsi les unités simples , mi les nniiés du premier ontre. 

Pour aller au-delà , de doute unités simples on fait une nou^ 
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velle onitë qoe Ton nomiue ùniié du second ordre. On con^pte p»r 
unllés do secoDd ordre comme par unîtes simples , c'est^à -dire» 
depuis 11/2 jnsqn*à onze; on les représente par }es mêmes ehiftres 
que les premières , et on les place à leur gauche. Ainsi poor repré- 
senter trois unités do premier ordre et cinq du second, on écrit 53» 
et on dit soixante-trois ; par ce moyen, on peut compter jnsqo*» 
cent' quarante- trois f que Ton écrit ainsi : ^^. 

Pareillement, de douze unités du second ordre on en forme une 
noBve>le que l'on nomme unité du troisième ordre. On compte ces 
nouvelles unités comme les précédentes , depuis u/i jusqu'à otz^^ji 
on les représente par }es mêmes chiffres, et on îes place à la gauche 
des unités du second ordre. Ainsi poor représenter on nombre qai 
contiendrait dix unités do premier ordre, point d*unités do second 
et onze do troisième, on écrirait Cote, et on dirait quinze cent 
quatre-^ngt- quatorze, (•) 

En contînoant ainsi de renfermer la onitéad*un certain ordre 
dans one seole d*ao ordre immédiatement sopérieur , et en plaçant 
ces nouvelles onités dans des rangs de plus en plos reculés vers la 
gaoche, on parvient à représenter toos les nombres entiers imagi- 
nables à Taide des douze caractères dont nous avons parlé ci- 
dessus. 

On voit, par ce qui précède, que dans le système duodécimal , 
>es valeurs relatives des différents chiffres (n° 13, rem.) sont de 
douze en douze fois plu» grandes en allant de droite à gauche. Ré- 
ciproquement, ces valeurs sont de douze en dQuzfi fois plus petites 
en revenant de la gauche vers la droite. 

Rrhabqvk. Il y a dans le système duodécimal, comme dans te 
système décimal , des fractions ordinaires (n^ 18) , et des fractions 
duodécimales (n^ ^ }. Tout ce qui a été dit pour les nombres en- 



(^ N<Hi» expliqueront bientôt comment on énonce dam le système dé- 
fMmal un nombre éoi it duns un s^ékèiiie quelconque. 



.>' 
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tiers, les nombres fractionnaires et iea fraci ions du système décimal 
sapplique aux uombres entière, aux nombres iractionnaires et aux 
fractions du système duodécimal , eu substituant la base di^uze ^ la 
base dix. 



458. Ce que nous venons de dire pour le système duodkimal 
convient également à tous les systèmes. 

Ainsi pétant la base d*un système quelconque de numération, ce 
système comprend (J— i) chiffres significatifs et le «^/to. Le pre- 
mier chiffre de droite dun nombre écrit dans œ aystème exprime 
les unités du premier ordre; le second chiffre exprime \^ unités 
du second ordre, et ainsi de suite. Chaque unité da second ordre 
vaut h unités du premier; chaque unité du troisième ordre vaut b 
unités du second ordre ^ ou b^ unités du premier, et ainsi des 
autres. En général, une unité du ii"* ordre vaut h^'^ unités si»* 
])Ies, et on peut aussi , comme on Ta fait dans le système décimal , 
prolonger à Finfini la suite des unités qui décroissent de 5 en i 

en allant de gauche à droite , par le moyen des fractions , 

b 

I 

, etc. 

b^ 

Nous allons maintenant donner les moyens de passer d*un sys- 
tème quelconque de numération à un autre; nous commencerons 
par cette question : 

459. Un nombre étant énoncé dans le langage ordinaire , 
ou étant écrit clans le système décimal, traduire c# nombre 
dans le système dont la base est b, et réciproquement. 

Pour résoudre la question directe , on divisera le nombre 
proposé par la base h écrite dans le système décimal f le reste 
de cette division sera les unités simples du nombre proposé 
dans le nouveau jystème» On divisera le quotient de la pre- 
mière division par la base b du nouveau système / le reste de 
eette seconde division exprimera les unités du second ordre du 
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nambr€ proposé écrit dans le ntnn^eau système , et ainsi de 
suite, 

Lademière di\nsion terminée, on écrira, en allant de droite 
à gauche, tous les restes qui auront été trouvés successive- 
ment , ainsi que le dernier de tous les quotients, et on aura 
ainsi le nombre proposé écrit dans le nouveau système. 

En effet , lorsque le nombre proposé sera écrit dans le nouveau 
système, on pourra considérer l'ensemble des chiffres à gauche de 
celui des unités dn premier ordre comme ne faisant qu'un seul 
nombre d*unirés du second ordre, ainsi que cela se fait dans le 
système décimal ; et comme chacune de ces unités vaut b unités 
simples (n^ 4^9), puisque la base du nouveau système est b, si on 
représente par jt? le nombre total de ces nnilés du deuxième ordre, 
ce nombre vaodra bx unités simples. Il résulte de là que si le 
chiffre des unités simples dans le nouveau système est z, la totalité 
des unités du nombre proposé écrit dans ce système, devra être re- 
présentée par hx-\- t'y et comme ce nombre ne peut manquer de 
contenir autant d'unités dans un système que dans un aurre, il sera 
représenté aussi par bx-\' z dans le système décimal. Donc si on 
le divise par b (n*^ ^^7), on aura pour quotient .r et pour reste z. 

Maintenant , chaque unité du troisième ordre du nouveau sys* 
tème valant b unités du second ordre^ si on divise par b le nombre 
total X des unités du second ordre du nombre proposé dans le nou- 
veau système^ le quotient x' exprimera la totalité des unités du 
troisième ordre, et le reste z'sera le chiffre des unités du second p 
et ainsi de suite. 

Exemple r. 

On propose d'écrire dans le st/stème quinaire le nombre 
453 du système décimal. 

Opération. 
453 

5 



o5 

!•' reste.. 3 
a** rctie 



90 

4o 

o 



3»« reste . . 



i8 
3 



3 de m quàt. 
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Ecrivant de droite a {[guche lea re«Us 3,o^ et te damier qno- 
tient 3, an obtient 33o3 pour Texpression du nombre quatre cent- 
cinquante- trois dàn$ le systèoie quinaire. 

Exemple a. 

On propose d'écrire dans le système duodécimai le nombre 
4595 du système décimal. 

Opération, 





4595 

99 
35 

• . . II. 


12 






382 1 sa 


' 


1" reste. . . 


ïfta 3i 
a"*«re*lcio,3*re§te 7, 
ou «t. 


la ' 
a dem, quot. 


OO 





Ecrivant de droite à gaoc^ les restes Cy a^ 7 et le dernier quo- 
tient a, on aura 37 «^ pour l*expresMon du nombre quatre mille 
cinq cent-quatre-vingt-quinze dans le système duodécimal. 

Keciproquement, un nombre de ra chiffres étant écrit dans 
un système dont la base est b, pour traduire ce nombre dans 
le système d^'cim^l 9 on écrira sur une même Ihgne les valettrs 
absolues de chacun des chiffres du nombre proposé, exprtméeà 
dans le système décimal^ et sous les nonf:bres de cette lifne 
on écrira les puissances successives de la base bf aussi dans le 
système décimal, à partir de b« ou 1 (n* 135, i^.)jusquà 
b**~*. Multipliant ensuite chaque nombre de la liqne supé- 
rieure par son correspondant inférieur, et ajoutant tous ces 
produits comme il a été dit (n^ 29), on aura la valeur du 
nombre proposé dans le système décimaL 

Soient a^ c, d^e^ les chiffres qui représentent Tes uniri^» 

du premier, du second , du troisième, du quatrième, ordre 

d*un nombre écrit dans le système dont la base est &. 

Le nombre.... edca devant contenir autant d*unités dans le 
système décimal que dans celui dont la bast; e^ii, il s*agit donc 
de chercher combien la valeur relative de chaque chiffre a^ c, d, 
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v^ « . • de ce nombre contient d'unités, et d*ajoo(er tontes ces unîtes» 
Or poar le chiffre a de» unités du premier ordre, il n*y a aucun 
calcul à fairt; le résultat est évidemment a lui-même émi dans 
le système décimal. Mais pour conserver l'uniformité dans les 
opérations partielles, nous nommerons a^ c\ d\ e\ les nom- 
bres d'unités contenues dans la valeur relative de chacun des 
chiffres a, e, d^ e,.»».. du nombre proposé » et nous aurons 
d'abord 

Le chiffre c des unités du second ordre ayant une valeorrela- 
tive b fois plus grande que s'D était seul ( n^ 488) le nombre d unîtes 
que vaudra ce chiffre sera c X & ; ainsi on aura ^ = c X &• 

Le chiffre d ayant une valeur relative b^ fois plus grande que s*î( 
était seul , on aura d' ^ d X b* ^et ainsi de suite; donc 

af + c^^d^^ =0Xè*' + cX*-hrfX*" + -- 

Exemple t. 

On propose d'écrire dans te système dticîmal le nombre 
33o3 qui est écrit dans le système quinaire. 

La base de ce système étant 5 , les diverses puissances de cette 

base seront i , 5, a5, ia5 ; on disposera donc Topération 

comme il suit : 

F'aleurs abs. des chiffres,,,,. 3, o, 3, 3, 

Puissances de la base 5 i , 5, aS, 1 2$, 

Produits , ou valeurs relatiues 3, o, 76, 376, 

3 

Somme des produits 453, 

et on trouvera que la valeur du nombre 33o3 du système quinaire 
est quatre cent cinqu€inte'fyx>is. 

Exemple a. 

On propose d'écrire dans le système décimai le nombre 
^T ûlC du système duodécimal. 
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La base du système duodéciaial étant i s , on aara 

Valeurs ahs. des chiffres li, lo, 7, a, 

I, 13, 144» 17^8» 

Faleurs relatipes 11, i«o, ïoo8, 34^6, 

1008 
Ajoutant ces différents produiis^ I aa 

II 

La somme 4^95 

sera la valear dn nombre 27 «^ du système duodécimal tradait 
dans le système décimal, 

460. Pour faire passer un nombre d'un système quel- 
conque dans un autre système aussi quelconque, on fera 
passer ee nombre du premier système dans le système dé- 
cimal, fuis, du système décimal on le fera passer dans 
Vautre système. 

Exemple. 

On propose d'écrire dans le système duodécimal le nombre 
43a I a du système quinaire* 

Première opération, 

2, I, a, 3, 4 

1, 5, aS, ia5« 6aS 

2, 5, 5o, 376, aSoo 

375 

5o 

5 

a 

Nombre proposé écrit dans îe sjrst, décimal, . agBa 

TomkIL «'• 



83 TBtOBIB Ali AITBBS tTtlÈHSi M TOIlteAn6V. 

Deuooième opération, 
393» 



l-ii- 



53 » 344 I II 



53 04 I ao 



I .•' /«xte. . . 4 ; a."« ne^/iff . . 4 ; 3."* reste, .8 j i quai. 

nombre du système duodécimal i844* 

Poar s'assurer deresactilude de ce résultat , il ii*j aura qa% ré- 
soudre la question inverse. 

Écrire dans le système quinaire le nombre 1844 ^^ systèmB 
duodéeimal. 

Première opération. 

4, 4, 8, 1 
1, la, i44, 11^^ 





4. 48, 11 5a, i7a8 

it5a 

48 

4 


Nombre propose 

293^3 
43 


' traduit dans le système décimal. ^k^Z^i 

Deuxième opération* 

5 

586 5 


3a 
1," reste a 


08 117 5 

36 17 aï 1 5 



a."*® reste i ; 3."'* reste a ; 4."® reste 3 | 4 quot^ 

nombre proposé traduit dans le systèma quinaire , 43a i a. 

461. Les opérations de l'arithmétique s'effectuent sur les 
nombres écrits dans un système quelconque de la même ma- 
nière que sur les nombres du système décimal; bien entendu 
que la base 10 sera remplacée par la base b du système dont 
il s'agira, 

I9ous allons donner un exemple de cLacune des 4 opératioDS- 



■^--^- -• - ....■.• 
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Ibndamébtalcs sur des nombres entiers écrits dans le système dao* 
décimal. 

Exemple d'addition^ 

4«5C 

«3aS 

3o4« 

Somme . « 160 lo 

P/wKj'tf.. ........ /^ ia3o 

Exemple de soustraction* 

De. , a5«07 

on veut retrancher * .... t 43a^. 

-Rcfto 31698 

Preuve. \..^ â5«eo7 

Exempte de multiplication. 

Multiplier 3flcaC 

/?ûr • 5^3 

f689 

3a65a. 

I73a7>. 

Produit « «6869* 

Exemple de division. 

Dividende l «686*9 I 5^3 

iCCS 1 3«aC quotient. 

iSoa 
5449 

Reste.... T 000. 

N. B. Ces deux dernières opérations sont yérifiées Vune par 
l'astre. 
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LIVRE DIXIÈME. 



Rapports. PropœHons. Progressions. 
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469. Les mots raison et rapport ont la même signification en 
matbématiqaes : on emploie Fan ou Tantre pour désigner le ré- 
sultat de la comparaison de deni quantitc^s de même espèce. 

Il y a deux manières d'établir une comparaison entre deux 
quantités : on peut comparer ces quantités dans Fintention de con« 
naitre de combien Tuae surpasse Tautre on en est surpassée; alors 
le résultat de cette comparaison est dit le rapport arithmétique de 
ces deux quantités. Si en comparant deux quantités, on a pour but 
de savoir combien de fois une de ces quantités contient Tautre, le 
résultat de cette comparaison est à\i le rapport géométrique dea 
deux quantités. 

Il y a donc deux sortes de rapports, savoir :■ le rapport arithmé^ 
tique y ou par différence , et le rapport géométrique , en par 
quotient. 

Le rapport arithmétique est la différence de deux quaaUAés de 
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nèmè espèce ^ et le rapport géométrique est le nombre de fois 
qu'une qaantité en contient une autre: 

463. Pour indiquer le rapport arithniéliqnedf' deux quantités, 
on les écrit sur une même ligne, et on les sépare par un point qui 
signifie est à ; ainsi , pour indiquer le rapport arithmétique de 7 
à 5, par exemple, on écrit 7 . 5, et pour énoncer ce rapport , on dit I 
7 est à 5 . 

Le nombre 7 qn*on écrit ou qn*on énonce le premier, se nomme 
Yantécédent an rapport, et Tautre nombre 5s« nomme le consé^ 
quent ; ces deux nombres s'appellent aussi les deux termes du 
rapport. 

464. Pour évaluer le rapport arithmétique de deux quon- 
titéSf, on retranche la plus petite de la plus qrande. 

Cela est évident, d*après la définition (n^ 469) . 

Ainsi le rapport arithmétique de 7 à 5 est a ; celui de 8 a 1 2 
est 4. 

Les unités d'un rapport arithmétique sont toujours de 
ffiéme ewpèee ipte celles des deux quantités comparées 
(û* 81). 

465. Un rapport arithmétique ne clwnge pas de valeur, 
quand on augmente ou quand on diminue chacun de ses 
termes d'une même quantité* 

Car la différence, en quoi consiste le rapport (n^ 462), reste évi- 
demment la même. 

466. Pour indiquer le rapport géométrique de deux quan- 
tités, on les écrit sur une même ligne et on les sépare par deux 
points placés l'un sur l'autre ; ces deux points signifient esta. Ainsi 
pour indiquer le rapport géométrique de 8 à 4 , par exemple, on 
écrit 8 t 4«ct pour énoncer ce rapport, on dit 8 esta 4- 

De même que dans le rapport arithmétique » le nombre 8 quon 
écrit ou qu'on énonce le premier se nomme émtécédent, et le se- 
cond nombre 4 se nomme conséquent; ces deux nombres s'ap- 
pellent aussi les deux termes du rapport. 
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46T. Pourêvaiaet le rapport géométrique de d^ux quantités p 
im pourrait f diaprés la définition, diviser la plus grande quantité 
par la pUa petite ; mais, par cooveotioo, on divise toigours Van^ 
lécèdentpar h conséquent. 

Ainsi le rapport géométrique de la à 6 est a ; celai de 7 à 9 

7 
est . 

9 

On voit par là qae tout rapport géométrique peut être repré» 

sente par une fraction ou pat une expression fractionnaire, 

<fui apour numérateur l'antécédent du rapport et pour déno^ 

minateur le conséquent. 

Il est aussi évident que le nombre qui exprime le rapport géo* 

métrique de deux quantités quelconques est abstraiL 



Un rapport géométrique ne change pas de valeur, 
quand on multiplie ou quand on divise ses deux termes par 
une même quantité. 

Car le rapport géométrique peut être eiprimé par une fraction 
ou par une expression fractionnaire (n^ 467), et chacun^ de celle»- 
ci jouit de la propriété énoncée (n'»* 209, 3*».) ou {n^ 294). 

Remarqob. Lorsque les deux termes d'un rapport géomé^ 
trique sont des fractions, on peut faire disparaître les dénomi- 
nateurs. 

Pour cela , on réduit les fractions à leur plus petit dénomi- 
nateur commun (n^ 222 ou 297) 1 et on supprime ce dénomi- 
nateur. 

3 5 
Soit le rapport ; . 

4 6 

9 
Eéduisant au plus petit dénomioatear cojnman, il Tiendra — 

1% 

10 

• 

• » 
la 



pBOPOBTians. il 

«t supprimant les dénoioinateurs, on aura 

9 lo 

rapport qui est ëgal à celui de à — , puisqa*eo ^opprimant ie 

la 13 

dénominateur la, on multiplie le» deux ternies de ee dernier rap- 
port par la* Donc le rapport de 9 à lo sera aussi égal à celui de 
3 5 
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469. Une proportion est une suite de quatre quantités telle» 
que le rapport des deux premières est égal au rapport des deux 
dernières . 

Il y a donc deux sortes de proportions, savoir : la proportion 
arithmétique que Ton appelle aussi equi-'dtfference , et Xti proportion 
géométrique ou par quotient, 

La proportion arithmétique est l'égalité de deux rapports arith- 
métiques , et la proportion géométrique est Tégalilé de deux rap* 
ports géométriques. 

470. [VoMT indiquer que quatre quantités forment une proportion 
arithméthique, on écrit les deux rapports sur une même ligne, et 
on les sépare par deux points placés Tun sur Fautre ;,ce8dcux points 
signifient comme,, 

Pour énoncer la proportion , on énonce le premier rapport, puis 
le second, en séparant les deux énoncés par le mot comme. 

Ainsi le rapport arithmétique de 8 à 6 étant égal à celui de 5 à 3, 
on écrit 8 • 6 * S. 3, et ou dit - %està6 comme SestàZ, 

N. B. D'après ce qui a été dit (u** 464J sur la manière dV^aluer 



1 
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un rapport aritliiiiL* tique et la définition de la proportion arithaié- 
tique (n® '^69), on pourrait croire que les quatre nombres 8, 6, 3 
et 5 formeraient une proportion arithmétique, en les plaçant dans 
Tordre suivant lequel nous venons de les écrire; il n*en est pas ainsi. 
Pour que deux rapports arithmétiques forment une propor- 
tion, il ne suffU pas qu'ils soient égaux ^ il faut encore que 
si ^antécédent du premier rapport est plus grand que le con- 
séquent , l'antécédent du second rapport soit aussi plus grand 
que le conséquent. 

Le premier et le dernier termes d*ane proportion arithmétique 
se nomment les extrêmes de la proportion \ le second et le troi* 
sième se nomment les moyens. Le quatrième terme est ce qa*on 
appelle une quatrième arithmétique aux trois premiers termesécrits 
dans Tordre suivant lequel ils sont énoncés. 

471. Une proportion arithmétique est dite continue lorsque 
les moyens sont égaux ; ainsi 

8. 5: 5. a 
est une proportion arithmétique continue. 

Dans ces sortes de proportions, on n'écrit qu'un des moyens, et 
on fait précéder la proportion de deux points placés Tun sur l'autre 
et séparés par un trait; ces deux points et ce trait sont destinés à 
rappeler qu'en énonçant la proportion, on devra répéter le terme 
du milieu qui s'appelle alors le moyen de la proportion. Ainsi , 
on écrit la proportion ci-dessus comme il suit : 

t8. 5. a; 
et pour l'énonceri on dit 

S est à S comme 5 est à a. 

Le terme 5 est dit une moyenne arithmétique entre les deux 
autres 8 et a . Le dernier terme a est ce qu'on appelle une troisième 
arithmétique aux deux nombres 8 et 5 . 

472 • Pour indiquer que quatre quantités forment une propor- 
tion géométrique, on écrit 1^ deux rapports sur une même ligne, 
en les séparant par quatre points écrits les uns sous les autres deux 
à deux; ces quatre points signifient comme. 
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Pour énoncer la proporlion, on énonce d'abord le premier rap- 
port, puis le second, en séparant les deux énoncés par le mot 
comme. 

Ainsi y le rapport géométrique de 4 à 6 étant égal à celui de 2 
Cl 3, on écrit4:6::2:3, 
et on dit I^ est à 6 comme a est à 3. 

Le premier et le dernier termes d'une proportion géométrique 
se nomment aussi les extrêmes de cette proportion ; le second et 
le troisième se nomment les moyens. Le quatrième terme est en- 
core ce qu'on appelle une quatrièm.e proportionnelle géométrique 
«ux trois premiers termes écrits dans Toidre suivant lequel ils 
sont énoncés. 

473. Une proportion géométrique est dite co/?///K/tf, lorsque 
les moyens sont égaux ; ainsi 

8:4::4:2 

est une proportion géométrique continue. 

Dans ces sortes de proportions, on n'écrit qù*un des moyens, et 
on fait précéder la proportion de quatre points placés les uns 
sous les autres deux à deux , et séparés par un trait horizontal. 
Ainsi, on écrit la proporlion ci-dessus comme il suit : 

ff8:4:2, 
et on dit 

8 €stal\ comme k est h 1. 

Le terme 4 est ce qu'on appelle wnt moyenne géométrique entre 
les deux nombres 8 et a. Le dernier terme 2 est ce qu'on appelle 
une troisième proportionnelle géométrique aui deux nombres 8 

et 4. 



Tome M. ^} 
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PROPRIÉTÉS DES PROPORTIONS ARITHMÉTIQUES. 



Toutes ces propriétés reposent sor le principe suivant, que Von 
nomme, par celte raison, propriété fondamentale des proportions 
arithmétiques f ou des équi- différences, 

474. Dans toute proportion arithmétique, la somme des 
extrêmes est égale à la somme des moyens. 

Soit la proportion a. bled. 
Celte proportion donne (n* 469) a — b = c — d. 
Ajoutant b t\ d aux deux membres' de cette égalité , ou aura 
(n** 103,/em.)i 

a-^b+b+d=c^d+b+d , 

475. Si quatre quantités a, b, c, d ne forment pas une 
proportion arithmétique, la somme des extrêmes ne sera pas 
égale à celle des deux autres. 

Car puisque le rapport arithmétique de a k b nVst pas égal k 
celui de c à c?, on a nécessairement a — i> ou <<? — d^ 
et par conséquent (n** 317) 

û— 0+ J+£/> ou <c— É?-|- b+d, 
ou a+€/> ou <c-|-J. 

476. Quand ta somme a 4- d de deux quantité^s a et d 
est égale à la somme b -|- c c/e deux autres quantités b et c, 
ces quatre quantités peuvent former une proportion arithmé-- 
tique, dont les deux parties d'une des sommes sont les ex- 
trêmes, et dont tes deux parties de t* autre sont les moyens^ 



Car si ces quantités , écrites comme on rient de le dirt^ ne fôr- 
suaient pas one proportion arithmétique, on aurait (n® 475} 

a-M> ou <J+c, 
<re qui est contre la supposition. 

Bemarque I. II résulte évidemment du principe précédent que 
^£ quatre quanti ié^ a, b, c, d sont telles que la somme des deux 
extrêmes a ^/ d soit égale à la somme b -|- c des deux autres, ces 
q uatre q uantités formeront la propof tion arithmétique a. bled, 

Remabqvs a. Si on augmente ou si on diminue d*une même 
qutmtité un des extrêmes et un des moyens, il y aura encore pro - 
portion* _ 

Car par cette opération on augmente ou on diminue d'une 
ssême quantité la somme des extrêmes et celle des moyens, donc 
puisque ces deux sommes étalent égales avant cette opération 
(n*^ 474), elles le seront encore après, donc {remarque i) il y aura 
encore proportion. 

477. Si ta somme a -f- d <le deux quantités at et d n'est 
pas éqaie à la somme h ^c de deux autres , ces quatre quan- 
tités ne pourront pas former une proportion arithmétique 
dont les deux parties d'une des sommes seraient les extrêmes, 
et dont les deux parties de l'autre somme seraient les 
moyens» 

Car si cette proportion pouvait exister, on anrait (n^ 4T4) a-^-d 
= 2 4- c , ce qui est contre la supposition. 

478. Le quatrième terme d'une proportion arithmétique 
est égal à la somme des moyens diminuée du premier terme. 

Soit la proportion a \ b l c . d • 

On a (nM74 ) a + d = b -h c y 

et si on reIrancLe a de part et d'autre , on aura 

a*|-J — û = A-j-c — a, 
ou d =s b -^ c '^ a* 
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Beiur^x I . Où dédairait de la même manière 

a=ô-|-c — rf, i = a -^ d — CfC=za-^d — 4/ 
d'où il re'sulte que connaissant trois termes quelconques d'une 
proportion arithmétique j on peut toujours déterminer la va- 
leur du terme inconnu. 

Pour cela, 5e le terme cherché est un des extrêmes^ on 
ajoute les deux moyens , et de la somme on retranche reoc- 
tréme connu. 

Si le terme cherché est un des moyens, on ajoute les deux 
extrêmes i et de la somme on retranche le moyen connu. 

Soit proposé de trouver le quatrième terme d'une proportion 
arithmétique , dont les trois premiers sont 14)^5 et 36. 

Opération, 

j." moyen a5 

a.»». 36 



Somme 6 1 

I •" extrême^ . , .1, 1 4 



Extrême demandé, l^^j 
Proportion i4.25:36.47- 

RemiKque a. Si deux proportions arithmétiques ont trois 
termes de mêmes rangs respectivement égaux , les deux autres 
termes seront aussi égaux entreux. 
Soient les deux proportions 

a • b l ç . d ^ 
(i , b *, c , m • 
On a d'après ce qui précède 

^=5 + ^ — aet^« = ô + c — û, 
d'où il résulte que d = m, 

479. Dans une proportion arithmétique continue ^ ia somme 
des extrêmes est égale a^ double d^t terfie mojr^n» 
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Soit la proportion continue i- a . b . c . 
Cette proportion n'est antre chose (n® 471 ) que 
a . b : b . c ; 
et dans celle*ci on a ( n° 474 ) 

a + c=b + b ♦ 
oa « -}- tf = ai. 

Remarque i. L'égalité a -}- c = ab donne b = ; 

3 

^'où il résulte que /7oe//> trouver une moyenne arUhmêtique {n^ 471) 
entre deux quantités^ il- faut ajouter ces deux quantités etprendre 
la moitié de leur somme . 

Soient les deux nombres 54 et 76 entre lesquels on veut avoir 
une moyenne arithmétique. 

Opération, 

54 

75 



Somme 139 

• I 

Moyenne demandée 64 -^ — • 

3 
I 
Proportion t 54 . 64 • 75 . 

3 

Remarque 3 . L'égalité a -]- c= 2b trouvée cl-dessns donne 
encore c = 2b — a ; 

d*où il re'sulte que pour trouver une troisième proportion- 
nelle arithmétique (n<» 471) à deux quantités données, il 
faut retrancher la première du double de la seconde, 

£Joient les deux nombres 49 et 87. 

Opération. 

Double de Zj. » » 74 

Premier nombre 49 

3.^^ proportionn, demandée,,,, 35 ; 
Proportion -749.37.35. 
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480. Dans toute proportion arithmétique , on peui 
1 .• Changer les moyens de place entr'eux ; 
a.* Changtr les extrêmes de place entr*eux ; 
3.® Mettre les exttémes à la place des moyens et les moyens à 
la place des extrêmes; 

Jprès ces différentes permutations , il y aura encore prO" 
portion. 

Soit la proportion a , h \ c ^ d . 

Celle proportion donne ( n** 474 ) a •\'d = h\c, 
et de celte égalité il vient ( n« 476 ) 

I.® a . c \ h . d ^ 

a.* d . h \ c . a ^ 

3.*» h . a \ d . c . 

RsHÀRQUK. L'égalité û +fir= i + c donne encore les propor- 
tions saivantes (n® 476) : 

c , d \ a . h ^ 

c . a : d . b f 

d . c l b . a ^ 

b . d : a . c ; 
d'où l'on voit que Végalité a + d = b -|- c fournit toujours 8 /?/x>- 
portions arithmétiques composées des 4 mêmes termes, 

481. Quand deux proportions arithmétiques ont un rap^ 
port commun, les deux autres rapports peuvent former une 
proportion arithmétique. 
Soient les deux proportions 

a . b : c . d ^ 
a , b l m . n . 
Ces proportions donnent (n? 469) 

a — i = c — d f 
a — i=/M— «, 
d'où il résulte que c — d = m ^^ n ^ 
et par conséquent c . d z m ^ n , 
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PROPRIÉTÉS DES PROPORTIONS GÉOMÉTRIQUES. 



Toutes ces propriétés reposent sur le principe suivant, que Ton 
nomme par celte raison , propriété fondamentale des proportions 
géométriques, 

482. Dans toute proportion géométrique, le produit des 

extrêmes est égal à celui des moyens. 

Soit la proportion a : b : : c : d . 

a c 

Celte proportion donne (n** 469) == . ' 

h d 

Multipliant les deux membres de cette égalité par dx^yOnaura 

ûXiX^ cXÔX^ 

ou ûX^=cxi. 

485. Si quatre quantités a, b, c, d ne forment pas une propor- 
tion (*), le produit 9i X d des deux extrêmes ne sera pas égal au 
produit bXc des deux autres. 

Car les quantités a, 5, c, d ne forment pas une proportion , on a 
nécessairement 

a c 



(*) Comme dans tout ce qui Ta fuivrc , il De lera plus question de la pro- 
portion aritlimétique ou de l'équi-difference , nous emploierons simplement 
la dénomination de proportion. On devra se rappeler qu'il s*agira toujoun 
de proportions géométriques ou par quotient. 
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Moltipliant les deux membres de cette inégalité par ft X ^9 on 
aura Cn^ 319) 

__>0«<-_-, 

ou ûX^>ou<cxi* 

484. Quand ie produit axd c?e deux quantités a et d est égal 
au produit hy(,c de deux autres quantités h etc, ces quatre quan^ 
tités peuvent former une proportion, dont les deux facteurs d'un 
des produits sont les extrêmes , et dont les facteurs de Vautre pra^ 
duit sont les moyens. 

Car si ces quatre quantités disposées comme on vient de le dire 
ne formaient pas une proportion, on aurait (n^ 483) 

ûX^>ou<iXc, 
ce qui est contre la supposition. 

Remarque i . Il résulte évidemment de ce principe que si quatre . 
quantités a, b, c, d sont telles que le produit axd des deux ex- 
trêmes soit égal au produit bxc des deux autres, ces quatre quan» 
tités formeront la proportion 

a : b :: c : 4 . 

Remàhqcs a. Si on multiplie ou si on divise un des extrêmes et 
un des moyens d'une proportion par une même quantité, il y aura 
encore proportion. 

Car, par cette opération, on multiplie ou on divise par un 
même nombre le produit des extrêmes et le produit des moyens 
(n° 44), donc puisque ces produits étaient égaux avant celte opé- 
ration (n** 482) ils le seront encore après , donc {remarque i ) il y 
aura encore proportion. 

485. Si ie produit a X d Je deux quantités a 6/ d n'est 
pas éqal au produit h y^ c de deux autres quantités h et c, 
ces quatre quantités ne pourront paf^ former une proportion^ 
dont les facteurs d'un des produits seraient les extrêmes , et 
dont les facteurs de l'autre produit seraient les moyens. 
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Car si celte proportion pouvait exister, il en résulterait (n° 482) 
^z X '/= 6 X ^t ce qui est contre la supposition. 

486. Le quatrième terme d'une proportion est égal au 

produit des moyens divisé par le premier terme. 

Soit la proportion a l b II c l d. 

On a (n<» 482) a X ^ = 4 X c. 

Divisant les deux membres de cette égalité ft9t ù , oç aura 

b X c 

d = . 

a 

Bbmaeque I . De Tégalité axd = bxcon dédgit encoi;^ 

de la même manière 

b X c a X d a X d 

a = — , b = , c == — ; 

d c b 

" d*où Ton Toit que connaissant trois termes quelconques 

d*une proportion, on peut toujours déterminer la valeur du 

terme inconnu. 

Pour cela, si le terme inconnu est un des extrêmes, on di- 
vise le produit des moyens par l'extrême connu. 

Si le terme cherché est un des moyens j on divise le pro- 
duit des extrêmes par le moyen connu. 

Soit proposé de trouver le quatrième terme d'une proportion 
dont les trois preoûers sont 5 , 1 7 bt 38 • 

Opération, 

i,*^ moyen 17 

2»« 38 

i36 
Produit 646 1 5 



i4 I I 
,c 129 terme cher. 

I 
Tome II. i3 
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I 

Proportion 5 I 17 :: 38 ; 129 . 

5 

Remâjiqub 3. Si deux proportions ont trois termes de 

mêmes rangs respectivement égaux ^ les deux autres termes 

seront aussi égaux entreux* 

Soient les deax proportions 

a :b V. c : d , 

a l b :: c l m. 

On a or a , d après ce qui précède 

b X c b X c 

d = et m = ■ , 

a a 

d*où il résulte Décessairement que d= m, 

487. Diins une proportion continue , le produit 'des 
extrêmes est égal au carré du terme moyen. 

Soit la proportion continue tt a l b l c. 

Cette proportion (n° 473) n'est autre chose que 
a : h :: b : c ^ 
et dans cette dernière on a ( n** 482 ) a X c = b X b ^ 
ou (n» 41 ou 99) a X c = b^. 

Hemàbqur I . L'égalité a x c =^ b* donne b = \/a X c; 
d'où il résulte que pour trouver une moyenne géornétrique entre 
deux quantités quelconques , il faut extraire la racine carrée de 
leur produit . 

Soient les deux nombres 4 et 64 entre lesquels on vent aToir 
une moyenne géométrique. 

On aura 4 x 64 = a56, 

et y/ 256 = 16, moyenne demandée^ 
Proportion fr 4 116:64. 

Bf.ma.rqce a . L'égalité a X c ^ l? trouvée ci-dessus donne 

b^ 

encore c = ; 

a 



ô'oTi. il résulte que pour trouver une troisième proportionnelle géo^ 

métrique à deux quantités données , il faut diviser le carré de la 

seconde par la première. 

3oient les deux nombres 5 et 25 . 

6a5 

On aura a5'= 625, et == laS ; 

5 

Proportion HS^aSl 6a5. 

488. Dmns toute 'proportion , on peut 

1.® Chanqer les moyens de place entreuxf 

2.® Changer les extrêmes de place enlreux ; 

3.<^ Mettre les extrêmes en place des moyens et les moyens 
en place des extrêmes, 

j4près ces différentes permutations , il y aura encore pro- 
portion» 

Soit la proportion a l h :: c l d. 

Cette proportion donne (n° 482) a ^ d =: b ^ c, 
et de cette égalité il vient ( n'^ 484 ) 

I.*» a : c :: b : d , 

a.<> d : b :: c : a , 

3.° b : a :: d : c . 

Remarque. L'égalité a y^ d = b y^ c dounc encore les pro^ 
portions suivantes (n** 484 ) : 

c : d :: a \ b ^ 
c : a :: d l b , 
d : c :: b : a , 
b l d II a l c f 

d*où l'on voit que Vénalité ai x d = b X c fournit toujours % pro- 
portions composées des 4 mêmes termes» 

489. Quand deux proportions ont un rapport commun j 
les deux autres rapports peuvent former une proportion» 
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Soient les deoi proportions 





a : b :: c : d , 




a : b :: m : n . 


Ces proportions donnent (n*** 467 et 469) 


a 


c a m 


b 


d b n 


tI*où il résulte que 


c m 


et par consëqueiit 


c : d :: m : n. 



490. Si deux proportions sont telles que tes antécédents 
de l'une soient respectivement égaux à ceux de Vautre , on 
peut , avec les conséquents de l'une et de l'autre, former une 
nouvelle proportion , dont les conséquents de l'une formeront 
le premier rapport, et dont les conséquents de l'autre forme- 
ront le second rapport ; ou bien, dont les conséquents de 
l'une seront les antécédents, et dont les conséquents de l'autre 
seront les conséquents. 

Cette propriété peut s'énoncer en disant que les coméquents des 
deux proportions sont directement proportionnels. 
Soient les proportions 

a i b :: c : r/ , 

a *, m :: c : « • 

ces proportions donnent ( n** 488 , 1.° ) 

a \ c :i b : d ^ 

a l c i: m l n i 

doù on peut conclure ( n** 489 ) bldiimm , 

ou (n^ 488, i.*») b : m :: d : n. 

491. Si deux proportions sont telles que les conséquents 
de l'une soient respectivement égaux aux conséquents de 
l'autre,' leurs antécédents seront directement proportionnels. 

Ce tbéoréme se démontre corn me le précédent. 
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492. Lorsque deux proportions sont telles que les eA^ 
trémes de l'une soient égaux à ceux de l'autre, on peut, 
avec les moyens de l'une et de l'autre , former une nouvelle 
proportion dont les moyens de l'une soient les moyens , et 
dont les moyens de l'autre soient les extrêmes. 

Cette propriété peut encore s'énoncer en disant que les moyens 
des deux proportions sont réciproquement proportionnels. 
Soient les proportions 

a : J :: c : ff , 

a \ m II n l d^ 
Ces proportions donnent (n° 482) 

d'où il vient b y<^ c = m y< n ^ 

et par conséquent b l m il n i c, 

493, Lorsque deux proportions sont telles que les moyens de 
l'une soient égaux à ceux de Vautre, leurs extrêmes sont récipro- 
q uement proportionnels. 

Ce théorème se démontre comme le précédent. 

434. Dans toute proportion on peut faire trois change- 
ments par voie d'addition ; on peut dire 

1°. La somme des deux premiers termes est à la somme des 
deux derniers, comme le second est au quatrième. 

2®. La somme des deux premiers termes est à la somme 
des deux derniers, comme le premier est au troisième. 

3<*. La somme des antécédents est à la somme des consé^ 
quenls, comme l'un des antécédents est à son conséquent. 

Soit la proportion a l b :: c \ d. 

a c 
\^ Cette proportion donne = . 

h d 

a c 

Ajoutant Tunité de part et d*autre, on aura — - -j- j =s 



d 



+ I. 

rt+6 c\-d 

ou (n*' 295, récip,) = , 

h d 
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d'où il vient (n^" 469) 

a + b : b :: c + d : d, 
et par soite (n^ 488, i"".) 

a+ b : e + d :: b : d ; 
proportion qui, comparée à la proposée, donne la première pro- 
priété énoncée. 

3®. La première a-^- b l bi: c+dld des deux proportions qne 
nous venons de trouver et la proposée a\b\ic\d donnent (n® 49i) 

a + b \ c -{- d y. a l c^ 
qui, comparée à la proposée, donne la seconde propriété énoncée. 
3*. La proportion û : b y. c l <i donne (n** 488, i«.) 

a : c :i b : d, 

et dans celle-ci , on a r i®«) et (a®) 

a + c *. b '\' d :i c : d^ 
et a -{• c i b + d :i a : b\ 

proportions qui , comparées à la proposée , donnent la troisième 
propriété énoncée. 

495. On peut faire, par voie de soustraction, des changements 
analogues à ceux dont nous venons de parler. Dans toute propor» 
Uon, on peut dire 

I®. La différence des deux premiers termes est à la différence 
des deux derniers, comme le second est au quatrième, 

a®. La différence des deux premiers termes est à la différence 
des deux derniers comme le premier est au troisième» 

3<>. L a différence des antécédents est à la différence des consé^ 
quents, comme un des antécédents est à son conséquent» 

I®. La proportions \ b y. c i adonne 
a c 

Retranchant Tuuité de part et d'autre , on aura 
a c 

If T 
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a — ù c— rf 



et par conséquent 

b d 

d*où il vient a — b \ b II c — d ', d^ 

cl par suite û — i:c — d :i b l d; 

.proportion qui , comparée à la proposée, donne la première pro- 
priété énoncée. 

a*. La proportion a — i : b :: C'-^ d : d etla proposée donpeiit 
(n« 491) 

a — i:c — éf::a:<:, 
ce qui démontre la seconde propriété énoncée. 
3®. La proportion alb II cld donne 

a : c :: b : d, 

et dans celle-ci, on a (i<».) et U^.) 

a -^ c : b — d :: c : d^ 

et rt — c : ^ — d :: a l b, 

ce qui démontre la troisième propriété énoncée. 

496» Le principe du n* 494 n*cst qu un cas particulier d*na 
principe général , qui s'énonce ainsi : 

Dans toute proportion, la somme du premier terme et d'un 
nombre quelconque m de fois le second est à la somme du 
troisième terme et du même nombre m de fois le quatrième, 
comme le second est au quatrième^ ou comme le premier est 
au troisième» 

La somme du premier antécédent et d'un nombre quel- 
conque m de fois le second est à la somme du premier con^ 
séquent et du même nombre m de fois le second, comme un 
antécédent quelconque est à son conséquent. 

Il en est de même pour le principe du n® ^95. 

Nous allons démontrer la première j>arlîe du premier principe 
seulement, et nous en déduirons le cas particulier correspondant 
du n*> 494. 

La proportion a l b II c l é/ donne 
H c 
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Ajontant m de part et d autre, on aura 

a c 

1- m = J- m , 

b d 

a-^-mb C'\'md 

et par suite = > 

^ b d 

qui donne a + /w6 : 6 :: c + md : c/, 

d*où a + /Tîô : c + ''^^ :: ft : <3^; 

proportion qui, comparée à la proposée, donne la première partie 
de renoncé du premier théorème général» 
Maintenant , si dans la proportion 

a ^ mb : c + md :: b : d 
on suppose /w = i, cette proportion deviendra 

a + b : c '\- d :: b : d^ 

comme il a été trouvé (n** 494, i*.). 

497. Dans toute proportion , êa somme des deux pre- 
miers termes est à leur différence comme la somme des deux 
derniers est à leur différence. 

La proportion a : b :: c : d àonne (n° 494, i°.) et {n? 495, i«.) 

a '\' 6 : c -{- d :: b • d 

et a — b : c — d :: b : d; 

d'où il vient (n<» 489) 

a -\' b : c + d :: a — & : c — d, 
cl par suite (n® 488, i®.) 

a •{- b : a — b :: c + d : c — d. 

498. Dans toute proportion, la somme des antécédents esta 
leur différence, comme la somme des conséquents est à leur dijfé^ 
rence. 

La propotlion a :b\: c\ adonne (n° 494, 3**.) et (n° 49S, 3*.) 

a + c \ b + d :: a : b^ 

et a — c : b — d :i a : b^ 
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d'où il vient (n° 489) 

a'{'C li'\-d : : a — c : b — d , 
«t par suite o-f^ra — cwb-^dib — d. 

499. Dans toute suite de rapports égaux, ta somme d'un 
nombre quelconque d'antécédents est à la somme des consé- 
quents correspondants, comme un antécédent quelconque est 
à son conséquent. 

Soit la suite de rapports égaux 

a:b::c:d::e:/::g:k 

Les deux premiers rapports de cette suite forment la proportion 
aiblldd, 
qui donne (n** 494, 3<>.) a+c:b-\-d::c:d. 

Mais le rapport de c à ^Z étant égal à celui de e ày, ce dernier 
sera aussi égal au rapport de a + c à i + </, ou ce qui revient au 
même, on aura la proportion 

qui donnera (n« 494 , 3.0) a+c+e:b^d+/::e:/. 

SI dans cette proportion on remplace le rapport de e ày" par 
celui de ^à A qui lui est égal , on aura 

a-^c+e:b+d+f::g:h, 

qui dop nera a+c-(-^+^ : b'\-d-+-/~\-à II g: h , 

on ::a:b , 

ou * ^ . . llcld , 

puisque tous les rapports de la suite proposée sont supposés égaux 
entr'eux ; et ainsi de suite. 

Remarque. Il suit de là que , dans toute suite de rapports 
égaux , la somme d'un nombre quelconque d'antécédents est 
à la somme des conséquents correspondants, comme la somme 
de tout autre nombre d'antécédents est à ta somme des consé- 
quents correspondants. 

Tome II. 14 
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Car, d'après ce qui précède , la suite 

a:b::c:d::e:/::g:h 

don ne a+c-4-e : à-\-d'\-/i ia*,b > 

et c-^-e+gld+f+hlialb ; 

doù il vient 

et ainsi de suite. 

500. Les puissances semblables des quatre termes d*une pro* 

portion fot ment une proportion, 

a c 

La proportion a\h\\c\d àovLWt = , 

h d 

et par consëqueat f 1 =s f 1 , 

ou (II* 335) 
d*où il \ient 



601. Les racines semblables des quatre termes d'une propor^ 

tionfonnent une proportion» 

a c 

La proportion a:&: :c: adonnant = , 

b d 





~ d- ' 


û'":*'^ 


: ic'^id^. 






on aura auss» ' ^ 

d 



ou(n0 336) __ 

x/T \/d 

d*où il vient \/ a \ \/ b : : \/c : \/d . 

502. Si on multiplie plusieurs proportions par ordre , c'est-à- 
dire , si on multiplie les premiers termes entr'euz , les seconds 
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fermes enlr'eax, et ainsi de suite, les quaire produits formeromt 
f propoTtion, 
Soieot les proportions 

m : b x: c i d , 

^ : f :: ê : h , 
i : ^ : : //i : 7î , 



Ces proportions donnent 






ace 
h d " f ' 


g i fi 
' h ' k ~ ~ 


, etc. 


d'où il résulte que 






ûXtfXtX... 


dxàXnX-.> 




^xyx^x.... 




ce qui donne 






«Xtf x«x .... :^x /k/x . . 


'llcXgXmX'U 


iXà:> 



EAPPORTS COMPOSÉS^ 



503 . On appelle rapport composé le rapport des deui résul- 
tats que Ton obtient en multipliant par ordre un nombre quel- 
conque de rapports, c*est-à»dire, en multipliant les antécédents 
de tous ces rapports entrVux , et les conséquents aussi entr*eux. 

Si on a les rapports 3:3,5:8,9:497:6, leur rapport com- 
posé sera 

ax5X9X7:3x8x4x6 ou G^olS^S. 

504L Le rapport compesé d'un nombre quelconque de 
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rapport est égal au produit dei rapports composants évalués 

séparément et multipliés entreux. 

Soient le» rapports aib^ c:d, mm^ eiéT: , 
Si on évalue séparément chacun 4^ ces rapports , on aura 
a c m 

à d n 

et si on multiplie toutes ces fractions, on aura 

aXcXmX' 

bXdXnX 

pour produit des rapports composants. 
Mais (n^ 505) le t apport composé est 

axcxmx :4x^X«X , 

dont la valeur est aussi exprimée par 

axcxmx 

bxdXnX 

donc'etc 

505. Dans le rapport composé d'un nombre quelconque 
de rapports , on peut substituer à l'un des rapports conipo- 
- sants le rapport de deux autres quantités , pourvu que ce 
nouveau rapport soit égal à celui dont il s^agit. 

Soient les rapports a:b, dd, el/, dont le rapport composé 

est . 

bXdXf 
Si le rapport de c à ^ est égal à celui de m à /?, ou si on a 

c : d II m i n ^ 

aXcXe axmxe 

on aura = ■ , 

bxdXf - b+nxf 

Car rbypothèse c : d'il m : n 

mXd 
donne (n° 486) n = -^ — j^ j 



wm 



it. si on remplace 71 par cette valeor dans 



BXg PBOOBISSlOBg. 109 

axmxe 



bxnxf 



aura — ou 



mxd bXmXdXf 

hx Xf 

c c 



aXfnXcXe 
ou (n** 247 ou 301 ) 

bXmXdXf 
axcxe 



oo (n^ 209, 3.0 o« n°294) 



hxdxf 



DES PROGRESSIONS. 



506. On appel l^/7/iogre^^io/i, une suite de quantités dont cha- 
cune a un rapport constant atec celle qui la précède. 

Il y a donc deux sortes de*^ progression s (n** 462) : la progression 
arithmétique, et la progression géométrique, 

La progression arithmétique , que Ton appelle aussi progression 
par différence, est donc une suite de termes dont chacun surpasse 
celui qui 1er précède, ou en est surpassé d^une même quantité; cette 
quantité se nomme raison de la progression, 

Lsl progression géométrique f que Ton nomme slussï progression 
par quotient , est une suite de termes dont chacun contient celui 
qui le précède un même nombre de fois, que Ton appelle raison de 
la^progression. 

507. Pour indiquer que plusieurs quantités forment unepro-* 
gr/ssion arithmétique, on les écrit à la suite les unes des autres, 
en les séparant par un point qui signifie est àj et on /ait précéder 
la progression de dpux points placés l'un sur Taatre et séparés par 
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un trait. Ces deax points et ce trait ont le même objet qae dans 
la proportion arithmétique continue; ils servent à rappelée qu'en 
énonçant la progression on doit répéter tous les termes, excepté le 
premier et le dernier, en faisant précéder du mot cofnme le second 
énoncé du même terme. 

Ainsi, pour indiquer que les nombres a, 5, 8,ii, i4, 17 forment 
une progression arithmétique, on écrit 

-72.5.8. II. i4. 17 , 
et pour énoncer cette progression , on dit lestà^ comme 5 est à 
8 comme S est à 11 comme 11 esta 1 4 comme 14 estài'j, 

508. Pour indiquer que plusieurs quantités forment une pro- 
gression géométrique, on les écrit à la suite les unes des autres 
en les séparant par deux points placés Tun sur l'autre, qui signifient 
est à, et on fait précéder la progression de quatre points placés 
les uns sous les autres deux à deux, ex séparés par un trait hori- 
zontal. Ces points et ce trait servent à rappeler qu'en énonçant la 
progression, on doit répéter tous les termes, excepté le premier et 
le dernier, en faisant précéder du mot comme le second énoncé du 
même terme. 

Ainsi , pour indiquer que les nombres 3,6, i a , ^4 , 48 t 96 
forment une progression géométrique, on écrit 

ff3:6:i2:a4:48:96, 

et pour énoncer cette progression, on dit 3 est à 6 comme 6 est à 
12 comme 12 est à a4 comme a4 est à 48 comme 48 est à 96. 

509. Une progression , arithmétique ou géométrique, est dite 
croissante ou décroissante y selon que ses termes vont en augmen- 
tant ou en diminuant; ainsi la suite -7 3.5.7.9. 11 .i3.i 5. 17 

est une progression arithmétique croissante dont la raison est a. 

La suite -7 33 . 29 . a5 . 2 1 . 1 7 . 1 3 . 9 est une progression arithmé- 
tique décroissante dont la raison est 4> 

La suite f? 3:6:12:24:48:96: 192 est une progression géomé- 
trique croissante dont la raison est 2. 
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a 

La suite. f; 162:54:18:6:2: est une progression gcomé- 

I 
trique décroissante dont la raison est .(*) 

Le premier et le dernier termes d*une progression , arithmé- 
tique ou géométrique, croissante ou décroissante, se nomment les 
eœtrémes ; tous les autres termes sont appelés moyens. 

On appelle terme généreU d'une progression quelconque , «ne 
^ formule telle que si on y fait une hypothèse qui détermine le rang 
d'un terme, le résultat des opérations indiquées par la formule est 
précisément égal à ce terme. 



PROPRIÉTÉS DES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES. 



510. Un terme quelconque d*une progression arithmé- 
tique croissante est égal au premier, plus le produit de la 
raison multipliée par le nombre des termes qui précèdent 
celui dont il s*agit. 

Soit la progression arithmétique croissante 
■f a,b»c.d,e, ...... 

dont la raison est r. 
On a (n^ 506) 

b = û+r, 

c = b+r = a+r-^-r = û+ar , 



(*) Il est essentiel de se rappeler que la raison d'une progression géo- 
métrique est toujours le quotient de la dÎTision d'an terme quelconque par 
I< terme précédent. 
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£/= c+r = a'{-2r'\'r=a'\-3r^ 

etc 

Donc si on représente par U un terme quelconque de la pro- 
gression, et par n le rang de ce terme, on aura 
U = a + (/i— i)r: 
Il résulte de ce principe que pour trouver la valeur (Ttin 
terme quelconque d'une progressiou arithmétique croissante, 
il faut multiplier la raison par le nombre des termes qui le 
précèdent , et ajouter le produit au premier terme. 
Soit, par exemple, la progression 

T 5.8.II .i4*<7*. t 

dont on demande le So*"** terme. 

On a dans cet exemple, a = 5, r = 3, « = 3q ; 
donc on aura pour le 3o™® terme 

U= 5 + (3o— 0x3 = 5+29x3 =5 + 87 = 92. 
£n sorte que le 30"*® terme de la progression est 9a. 

Bemaeque I Si dans la formule U — a -^ (n — i)ron suppose 
successivement /i = i, w =• a, /i = 3, etc., on trouvera 
Pour 7î=i, U = âH-(i — i)/ = «+oX''=a, 
« = 2, U = û+(2— iV=û+iX'"=a+'', 
« = 3, U = û-}-(3»-i)r = û+2X^==<»+a^, 

etc., etc ; 

c'est-à-dire que Ton obtiendra successivement le premier, le se- 
cond, le troisième, etc. terme de la progression t a.b.c»d»e.., 
dont la raison est r. Donc la formule U = û-|-(/i — i)rest l'ex- 
pression du terme général de cette progression. 

Remarque 2. Si le premier terme de la progression est zéro, la 
formule U = a + (/i — 1) r devient U = (/i — i) r , tous les 
termes sont des multiples de la raison , et par con^qucnt, la pro- 
gre^ion devient t o,r.ar.3r.4r 

511. Un terme quelconque d'une progression arithmé- 
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tx<jtA& décroisante est égal au premier terme moins le produit 
€£e IcK raison multipliée par le nombre des termes qui le pré^ 
cèdent. 

Soit la progression arithmétique décroissante 7- a. 6. c.^^.e.. . ., 
. -ûont la raison est r. 

~ Par la nature de cette progression on a 
b = a — r, 
c ^ b — r=:a^- ar, 
d = c -^ r - a — 3r,- 
f ^ d ^ r ^ a — 4r, 
etc 

Donc, en représentant par U un terme quelconque de la progrès^ 
•siooy et par n le rang de ce terme, on aura 
U = a — (/t — i)r; 
d'où il suit que pour trouver la valeur d'un terme quelconque 
d'une progression arithmétique décroissante , il faut multi» 
pHer la' raison par le nombre des termes qui le précèdent , et 
retrancher le produit du premier ternie. 

Soit proposé de trouver le 18"^^ terme d*une progression arith- 
métique décroissante, dont le premier est 96, et la raison 3. 

Dans cet exemple, a = 9$, r= 3, /t = 18; donc U = 9$ —(18 
— i)x3 = 95 — 17X3 = 95 - 5i= 44- 

512. Sioh représente le dernier terme d*une progression arith- 
métique croissante par u, le premier par a, la raison par r et le 
nombre des termes par /i, on aura (n^ 510) 

li = a + ^'^ — *)'*; 
formulera Taide de laquelle connaissant trois des quatre quantités 
u, a, n etr, on pourra toujours déterminer la quatrième, 

!•. Connaissant a, n et r^ c'est-à-dire, connaissant lèpre* 
mier terme j le nombre de termes et la raison, pour troui^er 
l& dernier terme j on multipliera la raison par le nombre de 
termes moins un , et on ajoutera le produit au prepiier 
terme. 

Tome II. i5 
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Soit <i = 6, /i =12, / = 5. 

on aara- 

tf ^ 6 + (la — I) X 5 = 6 + 55 = 6i ; 
en sorte que le dernier terme de la progression sera 6i. 

2^. Connaissant u, n et r, c'est-à-dire, connaissant le der-- 
nier terme, le nombre de termes et la raison, pour trouver 
le premier terme » on multipliera la raison par le nombre de 
termes moins un, et on retraneliera le produit du dernier 
terme. 

Car rëgalité tt = a + (a — i)r donne (n* 103 , rem,) 
u — (/i — i) r = a + (ji — i) r — {n — i) r, 
ou u — {n — \)r = a. 

Soit, par exemple, u ~ 64, /i = 1 5, r = a ; 

On trouvera a := 64 — (i5 — i) X a = 64 — a8 =^ ^6. 

3®. Connaissant a, u et n, c'est-à-dire, connaissant le pre* 
mier terme, le dernier et le nombre des termes, pour trouver 
la raison, on retranchera le premier terme du dernier et on 
divisera le reste par le nombre des termes moins un. 

Car l égalité u =«+(«— i)r donne 

u — a = {n — i) r, 

u — a 
d'où il vient = /*. 

Soit par exemple, a = 7, w = 66, /i = 10. 

66 — 7 59 5 
On trouvera r = = — = 6 . 



4®. Connaissant a^ u et r, c'est-à-dire , connaissant le pre- 
mier termes le dernier et la raison, pour trouver le nombre 
de termes de la progression , on retranchera le premier terme 
du dernier, on divisera le reste par la raison , et on augmeu' 
tera le quotient d'une unité. 
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Car Tégalitë £/ = <i 4- (/i -^^i) r donne 

u — a = (/i — i) r, 

u — a 
d'*où il vient » « — i, 

/• t 

u — a 
«l par saile,~ \- i ^ n. 

r 

Soit, par exemple, a = 5 , « = 26, r = 3. 

26—5 

On trouvera n =» f- i = 8 . 

3 

Remarque i » Si on représente par u le dernier terme d*unje 
progression arithmétique décroissante , le premier terme par a, la 
raison par r, et le nombre de termes par ti, on aura (n* 51 i) 

u = a — {n — i)r; 
d*où on tirera des conséquences analogues à celles que nous venons 
de déduire de la formule u ==a ~\- (n — i ) r. 

Remarque a . Si on représente par m la différence des rangs 
de deux termes quelconques </ et h d*une progression arithmétique, 
on pourra considérer ces deux termes comme étant les extrêmes 
d*une progression de (m-\-i) termes, dont d serait le premier et h 
le dernier , et on aura h = d -{- mr si la progression est croissante, 
et Â = ^ — mr si elle est décroissante. Donc, dans toute progrès^ 
sion arithmétique, un terme quelconque est égal à V un des termes 
précédents , plus ou moins le produit de la raison multipliée par 
la différence des rangs des deux termes considérés, 

513. Pour insérer entre deux nombres donnés plusieurs 
moyens proportionnels arithmétiques , il faut d'abord çher^ 
cher la raison qui doit régner dans la progression (*) ; et 



{*) La question proposée revient évidemment à former une progression 
d'un nombre déterminé de termes et qui ait pour extrémea les deux nombres 
donnés. 
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pour cela , on retranche, le plus petit des deux nombres 
donnés dn plus grand et on divise le reste par le nombre de 
moyens demandé auymenté de l'unité. 

En effet , le plus grand des deux nombres donnés peat^élre 
considéré comme le dernier terme d'une progression arithmétique 
croissante dont le premier terme serait égal au .plus petit , et dont 
le nombre de termes serait égal au nombre de moyens à insérer 
plus a ; done si on représente ce nombre de moyens par m , on 
aura(n°5l2,3«»} 



/w+a — I wi+i 

Connaissant la raison , on l'ajoutera a{i plus petit des 
deux nombres donnés ^ qui doit être le premier terme de la 
progression j, et on aura ainsi le second terme ou le premier 
moyen; on ajoutera la raison au premier moyen, ee qui don- 
nera le second ^ et ainsi de suite. 

Soit proposé d*insérer 9 moyens arithmétiques entre 4 et 54. 

On a dans ce cas , a =^ 4 » << == ^4 * /t? == 9 » 

54—4 5o 

et par conséquent r = ■ = — = » , 

9+1 10 

et par suite 

r4'9.i4.i9'^4.29-34-39.44.49-54. 

514* Dans toute progression arithmétique , croissante ou dé- 
croissante, la somme de deux»termes quelconques 9 pris à égales 
distances des extrêmes , est égale à la somme <^ ces mêmes 
extrêmes. 

Soit ^a.b,c.d,e,f.g,h.i 

une progression croissante, dont la raison esr r. 

Ona(n<» 510) b =^ a + r. 

Si on prend la progression à rebours, elle sera décroissante; et 
on aura (n° 511 ) 

h » i — r. 
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Ajoutant ces deox égalités, il viendra 

b'\^h = a-|-r-[-i — r , 
ou f}^h = «+/. ' 

On a pareillement (n" 510 et 5U ) 
c - a+ar , 
et ^ = i— ar, 

d*oii il vient c-|-g'=a-|-2r-|-i — 2a=/i+i , 
et ainsi de suite. 

Remarque. Si le nombre des termes de la progression est 
impair^ le terme du milieu est égal à la demi-somme des dewa 
ejctrémes. 

Car, si on représente par m le nombre des termes qui précèdent 
et qyi suivent le terme e du milieu , on a ( n^' 5 10 et 511 ) 

e = I — mr ^ 

d*où il vient ae = a+i , 

«+/ 
et par conséquent , e • 

Si on renverse la progression croissante 
^,b,c,d.e,f.g h*i , 
on aura 

Vi'h.g.f.c.d.ç.b.a , 
progression décroissante , qui donnera les mêmes ^alîtét que la 
première. 

515. La somme de tous les termes d'une progression 
arithmétique, croissante ou de'croissante , est égale à la 
somme des deux extrêmes multipliée par la moitié du nombre 
des termes. 

Soit la progression 

^a.b.c s,t,u , 

dont le^ nombre de termes est n. 
Si oa renverse cette progression , elle deviendra .. 
TU*t,s. . , . . . .c,b,a , 
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et si on représenie par S la somme des termes de la proposée , 'on 
asra érîdemiBeot 

S^aU{c+ 4H-/+* 

et S = tf+r-j-x-f +c-|-i-}-fl , 

poisque les deai progressions sont composées des mêmes lerme». 
AjootanI ces deax égalités membre à membre, il viendra 

aS = (a+ii)Ki+i)+(c-ix)+ ^.(, + c)-Kr+iH-(''+^) 

on (n* 514) aS = (.i+tf)x« • 

n 

d!ou S = (a+a)X • 

a 

D*aprcs ceb y pour trousser la somme des termes dune pro^ 
pression arithmétique dont on connaît le premier terme , le 
dernier et le nontbre de termes , il faut ajouter le premier 
terme au dernier, et multiplier la somme par la moitié du^ 
nombre de termes. 

Soit proposé de trouver la somme des termes d*une progression 
arithmétique composée de aS termes, dont le premier est 16 et le 
dernier 184. 

On a ici a = 16 , tf = 184 , et /z = 25 , donc on aura 

25 a5 5ooo 

S=(i6-|-i84X = aoo x = =25oo. 

a a a 

Remabque. On peut encore, à Taide de la formule S — (^a \ u) 

n 
X — 9 déterminer la somme de tant de termes consécutifs que 

l'on voudra, connaissant le premier de ces termes et la raison. 

Pour cela, on commencera par calculer le dernier de ces termes 
par lajormule u = a-|^ (n — i) r si la progression est croissante ^ ou 
par la Jormule u = a — (n — \)tsi elle est décroissante ; ensuite 
on impliquera ta formule 

S = (a+u) X — . 
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Exemple i. 

On demande la somme des i6 premiers termes de la progression 

• 7 , la. 17 

On a ici rt = 7, r = 5, et /i =16, 
On aura donc d'abord 

u = 7-Hi6--i)x5 = 7+i5x5 = 7+75=8a; 
ensuite 

16 
S = (7+82)x -- = 89x8= 7ia- 

EXBMPLB a. 

On demande la somme des z 2 premiers termes de la progrès " 
*/o/2r 88.82.76 

Dans ce cas, a = 88, r = 6, /i = i a. 

On aura donc d'abord 

«=.88— (i a— i)x6 = 88— 66 = aa; 

ensuite 

la 

S = (88+22)x —=110x6 = 660. 

2 

516. t9i entre le premier et le second terme d'une progrès- 
sion arithmétique j croissante ou décroissante , on insère un 
nombre quelconque m. de moyens arithmétiques; pareil nombre 
' entre le second terme et le troisième; pareil nombre entre le 
troisième et le quatrième, at ainsi de suite; toutes les pro- 
gressions partielles que l'on obtiendra de cette manière forme ^ 
vont une seule et même progression.' 

Soit la progression ^ a^b^cd^e , dont )a raison est r. 

Représentant par r la raison de la progression partielle qui a 

pour premier terme a et pour dernier terme ô, on aura, si la 

proposée est croissante (n** S13) 

b — a r 
r' = . = ; 
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et si oa représente par r" la raison de la progression partielle 
ayant pour premier terme b et pour dernier terme c^ on aura 

c — b r 



f^i . 



Donc r = /'. 

Mais la seconde progression partielle a pour premier terme le 
dernier terme £ de la première, donc on pourra les réunir, ou en 
former une seule progression ayant pour premier terme a et pour 
dernier terme c. On démontrerait de même que Ton peut réunir 
celle-ci à la trobième des progressions partielles, qui a pour pre- 
mier terme c et pour dernier terme d^ et ainsi de suite. 

Si la progression proposée était décroissante, on aurait 
a — b r 



b — c r 



iw+i w-f I 

d'où r^ ^ r^* -^ 

et la suite du raisonnement serait absolument la même que ci- 
dessus. 

517. Si quatre iet mes d'une progression arithmétique forment 
une proportion arithmétique , la différence des rangs des deux 
premiers de ces quatre termes sera égaie à la différence des rangs 
dies deux derniers ^ et réciproquement. 

Soient les quatre termes d^ h,gtil que Ton suppose former la 
proportion d.hig.L 

Soit m la différence des rangs de ^ et de ^ , et soit m^ la diffé- 
rence des rangs de g et de /. 

On aura, si la progression est croissante (n^ S 12, rem. s.) 
h = d-\'mr 
et i-^g+m^r, 

d'oii il viendra h — d = mr 

et l — g = m^r. 

Mats (n« 469) h^d^ l^g , 
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pvkisque, par hypothèse, on a la proportion d*k l g^.l; 

<ionc aussi mr = wV , 

et par conséquent m = m^. 

JElcciproquement , si la différence des rangs de deux termes quel- 

conques d'une progression arithmétique est égale à la différence 

des rangs de deux autres termes de cette même progression , ces 

quatre termes formeront une proportion arithméUque. 

Soient d eih deux termes dont la différence des rangs est m, et 

soient ^et / deux autres termes dont la différence des rangs est 

aussi m. 

Si la progression dont ces quatre termes font partie est crois* 

santé, on aura 

h = d -\- mr^ 

et /==^+/72r, 

d*où il viendra 

h ^^ d ^=£z mr, 

et / — gz= mr, 

et par conséquent h — d = l — g ; 

d'où il vient (n*» 469) d . h : g , l , 

Si la progression proposée était décroissante, la proposition pré- 
cédente et sa réciproque seraient encore vraies, et le raisonnement 
serait absolument le même. 
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518. Un terme quelconque d*une progression géométrique est 
égal au produit du premier terme multiplié par la raison élevée à 
une puissance d'un degré marqué par le nombre des termes qui 
précèdent celui dont il s*agit. 

Soit la progression géométrique 

::a : b : c : d : e : , 

dpnt la raison est q, 

ToxB IL i6 
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Par la nature de ceuo progression, on a (n^ 506) 
b = aq, 

€ = bq = aq X ^= û^* , 
d =z cq ^= aq* "X q =. aq^, 
e =sz dq = aq^ >i q = aq* , 

etc ; 

donc si on représente par U un terme quelconque de la progres- 
sion , et p«pn le rang de ce terme, on aura U=û^'*'"*, 

. Il résulte de ce principe que pour trouver la valeur d'un tetme 
quelconque d'une progression géométrique , il f dut multiplier le 
premier terme par la raison élevée à une puissance d'un degré 
marqué par le nombre des termes qui précèdent le terme de* 
mandé. 

Soit la progression . 

:: 3 : 6 : la : a4 : 48 

dont on demande le lo™^ terme. 

On a, dans cet exemple, <z = 3, </ = a et n = lo ; done 

U = 3 X a» = 3 X 5i2 = i536. 
Soit encore proposé de tiouverle ii"* terme de la progression 

::iG:8:4 

I 

On a, dans ce cas, a=i6, q = , n =ii; donc 

a 

(i \*« I I 
) =i6x = ^ 
a / 1024 64 

Ii(ous n'établirons ici aucune distinction entre la progression 
géométrique croissante et la progression décroissante , parce que, 
comme nous l'avons déjà fait remarquer (n° 509), la raison est tou- 
jours le quotient de la division d*un terme quelconque par celui 
qui le précède immédiatement. 

♦ 
Bemarque I . Si dans la formule U = aq^~^ on suppose succes- 
sivement /t=i,72 = 2, « = 3, etc., on trouvera 

Pour /ï =1, U = ^^*~* = aq^ = a, 
72 = 2, U = «(jr*-* = aq =; i, 



« = 3, U = aç'~"* = aq* ==s e, 

<fc., *tc ; 

c'est-à-dire que Ton obtiendra successivement tous les termes de. f 
la progression '. [a : b '. c :..., dont la raison est q. Donc (n° 509) là -^ 
fornaaleU = aq^~^ exprime le terme général de cette progression. 

Remarque 2. Si le premier terme de la progression est Tunité, 
la formule U = aq^^^ devient U =t= ff^^ % tous les termes sont 
des puissances de la raison , et la progression devient 
ii i \ q \ (]^ \ (^ \ q^ \. 

S 19. Si on représente par u le dernier de tons les termes d*ane 
progression géométrique, le premier par <z, la raison par q et le 
nombre de termes par n » on aura (n° Si8) u = aq^^^ ; formnle 
par le moyen de laquelle connaissant trois des quantités u, a, n 
et q , on pourra toujours déterminer la quatrième» 

I.® Connaissant a^ n eï q , c'est-à-dire , connaissant le premier 
terme, le nombre de termes et la raison, pour trouver le der- 
nier terme , on multipliera le premier par la raison élevée à 
une puissance d'un degré marqué par le nombre de termes 
moins un. 

Soit , par exemple , «=5,/t = 8,^==;3. 
On aura w=5 X 3^ = 5 X 2187 = logBS; 

en sorte que le dernier terme de la progression sera logSS. 
* a.° Connaissant «, « et q^ c'est-à-dire, connaissant le dç/n'er 

terme, le nombre de termes et la raison , pour trouver le pre^ 
mier terme , on divisera le demi 3 r par la raison élevée à une 
puissance d'un degré marqué par le nombre de termes moins un 
Car régalité u = oj"""* donne 



u aq"""^ 



^n-t ^n-l 



a. 



Soît , par exemple , « = g72,<7 = 3,if = 6. 

97^* 972 

On trouvera a = • = 5= 4 . 

3» 243 

3.** Connaissant <z , u et /t,e'est à àirt connaissant le premier 

terme, le dernier, et le nombre des termes, pour trouver la raison,' 
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il faut diviser te dernier terme par le premier , et extraire du 

quotient une racine du degré marqué par le nombre des termes 

moins un, 

u 

Car légalité u = aq'*~^ donne = 9^"^% 

a 

el de celle-ci il vient IX = q. 

Soit, par exemple , a=3 , tt=a4 » /ï^=4 • 

I y a4 s> — 

On trouvera î == 1 / ==^ V/ 8 = 2 . 

Si le nombre n des termes de la progression surpassait 4» on se- 
rait conduit à extraire une racine d*an degn^, supérieur au troi- 
sième. Nous renverrons à ce qui a été dit à ce sujet dans le 8.™* 
li>H*e, mais comme le procédé indiqué devient très pénible lorsque 
le nombre de termes de la progression est grand , nous donnerons 
plus tard un moyen facile pour extraire une racine d'un degré 
quelconque d*un nombre donné. 

4.** Connaissant a, u et q^ c'est-à-dire, connaissant le premier 
t^rme, le dernier et la raison , on ne peut ^ pour le moment, indi» 
quer le procédé à suii^re pour déterminer le nombre u des termes 
de la progression» 

Rewabque. Si on représente par m la différence des rangs de 
dt^ux termes quelconques d et h d'une progression géométrique t 
on pourra considérer ces deux termes comme étant les extrêmes 
d'une progression de ('^+1 ) termes dont ,d serait le premier et h 
le dernier, et par conséquent on aura ^ = c?/^'"; en sorte que, 
dans toute progression géométrique , un terme quelconque est égal 
à l'un des termes précédents multiplié par la raison élevée à une 
puissance d'un degré marqué parla différence des rangs des deux 
termes considérés, 

Î5 20. Pour insérer entre deux nombres donnés plusieurs moyens 
proportionnels géométriques, ctsl-k-dire^ pour former une pro* 
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gression d'un nombre déterminé de termes, et qui ait pour extrêmes 
deu.T nombres donnés , il faut d^ abord chercher la raison qui doit 
régner dans la progression. 

Pour cela , on devise le plus grand des deuûB nombres donnés par 
le plus petit, et du quotient on extrait une racine d'un degré 
marqué par le nombre des moyens à insérer augmenté de V unité. 

En effet, le plus grand des deax nombres donnés peut être con* 
sidéré comme le dernier terme d'une progression géométrique 
croissante dont Ke premier terme serait égal au plus petit, et dont 
le nombre de termes serait égal au nombre de moyens à insérer 
plus a ^ donc si on représente ce nombre de moyens par //z» On 
aura (n*> 819,3.°) , 



="l7^ = l7^ 



Connaissant la raison, on la multipliera par le plus petit des 
deux nombres donnés , qui doit être le premier terme de la pro^ 
gression , et on aura ainsi le second terme ou le premier moyen ; 
on multipliera ce premier moyen par la raison, ce qui donnera le 
second moyen , et ainsi de suite» 

Soit proposé d'insérer 7 moyens géométriques entre 3 et 768. 

On a , dans ce cas , ^x = 3 , zf == 768 et /ti == 7 ; on aura donc 

et par cuite 

H 3 : 6 : la : û4 : 48 : 96 : i^î : 384 : 768. 

Soit encore proposé d'insérer 5 moyens géométriques entre 2k 
eri458. 



(») 8=^2X2x2; doûo(n» 392) 

r j/î"- 2 .] 



- i/ 256 « l/v/i/sir"=v/i/i7= 
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il faut diviser le dernier terme par le premier , et extraire du 

quotient une racine du degré marqué par te nombre des termes 

moins un» 

u 

Car IVgalité u = û^""* donne = ^""S 

a 

et de celle-ci il vient IX == q. 

Soit, par exemple , a=3 , tt=a4 » /ï=4 . 

On tronvera 



= ,/^ = ^s-= 



Si le nombre n des termes de la progression surpassait 4} on se- 
rait conduit à extraire une racine d*un degn*. supérieur au troi- 
sième. Nous renverrons à ce qui a été dit à ce sujet dans le 8.™* 
li>H*e, mais comme le procédé indiqué devient très pénible lorsque 
le nombre de termes de la progression est grand , nous donnerons 
plus tard un moyen facile pour extraire une racine d'un degré 
quelconque d*un nombre donné. 

4.** Connaissant a^ u et q ^ c'est-à-dire , connaissant le premier 
terme, le dernier et la raison, on ne peut ^ pour le moment, indi^ 
quer le procédé à suii^re pour déterminer le nombre n des termes 
de la progression» 

Rewabque. Si on représente par m la différence des rangs de 
deux termes quelconques d et h d'une progression géométrique » 
on pourra considérer ces deux termes comme étant les extrêmes 
d'une progression de (m-{-i ) termes dont ,d serait le premier et h 
le dernier, et par conséquent on aura A = c?/^'"; en sorte que, 
dans toute progression géométrique , un terme quelconque est égal 
à l'un des termes précédents multiplié par la raison élevée à une 
puissance d*un degré marqué par la différence des rangs des deux 
termes considérés. 

Î5 20. Pour insérer entre deux nombres donnés plusieurs moyens 
proportionnels géométriques, c est- k-dire ^ pour former unepro* 
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gression d'un nombre déterminé de termes^ et qui ait pour extrêmes 
de Mon nombres donnés , il faut d^ abord chercher la raison qui doit 
régner dans la progression. 

Pour cela , on divise le plus grand des deux nombres donnés par 

le plus petit , et du quotient on extrait une racine d*un degré 

marqué par le nombre des moyens à insérer augmenté de Vunité. 

En effet, le plus grand des deax nombres donnes peut être con* 

sidéré comme le dernier terme d'une progression géométrique 

croissante dont \e premier terme serait égal au plus petit, et dont 

le nombre de termes serait égal au nombre de moyens à insérer 

plus a • donc si on représente ce nombre de moyens par //z, On 

aura (n*» {5i9,3.*>) , 



="l7^=l7? 



Connaissant la raison, on la multipliera par le plus petit des 
deux nombres donnés , qui doit être le premier terme de la pro^ 
gression y et on aura ainsi le second terme ou le premier moyen ; 
on multipliera ce premier moyen par la raison, ce qui donnera le 
second moyen , et ainsi de suite. 

Soit proposé d^ insérer 7 moyens géométriques entre 3 et 768. 

On a , dans ce cas , ^ï = 3 , « = 768 et /w = 7 ; on aura donc 




^ = I / - — = V/a56 = a(*); 



et par cuite 

ii 3 : 6 : la : û4 : 48 : 96 : i^a : 384 : 768. 

Soit encore proposé d*insérer 5 moyens géométriques entre 2k 
eri458. 



(») 8»2X2x25cloûo(n»392) 
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On a ici a = a , w = 1 458 , m = 5 ; 

et (Mir coiMëqoent 

, -y "7^58" . 

et par $uite 

li a : 6 : i8 : 54 : i6a : 4«^ : i458. 

521. Dans toute progression géométrique^ le produit de deux 
termes quelconques pris à égales distances des extrêmes est égal 
au produit de ces mêmes extrêmes. 

Soit la progression 

w a : b : c : d : e\ f : g : h : i 

dont la raison est q. 

On a (n^ 506) b ^ aq eii ^ hq, 

d où il rdsalte que h = — ; 

donc en multipliant la première égalilé par la dernière, on aura' 

i 
bXh = aq X — =a Xi. 

De même, on a {n?* 518 et 519, rem.) 
c^aq'^ eti=^gq*, 

d'où il résulte que ê^ = ; 

donc c X g^ ax i, 

et ainsi de suite. 

Remarque. Si le nombre de termes de la progression est impair, 



(*) 6 = 3 X 2 5 donc (n* 392) 
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le terme du milieu ^era é^l à la racine carrée du produit des ex^ 
trétri.e%* 

Car si on représente par m le nombre de ternies qui précèdent 
et qui suivent le terme e du milieu^ on a (n° 518) e -^ aif^ et 

2 

(a** S19, rem) i — eq^, d'où il résulte que e = — ; donc en mul- 
tipliant la première égalité par la troisième, on aura e' = a x '* > 
et par conséquent e = \/aX i • 

5Î2. Le produit de tous les termes d* une progression géomé'^ 
trique est égal à la racine carrée du produit des extrêmes élevé à 
une puissance d* un degré marqué par le nombre de termes delà 
progression* 

Soit la progression 

\: a : b : c : : x : r : «, 

dont le nombre de ternies est n. 

Si on renverse cette progression^ elle -deviendra 

: : 2/ : f : f : . — \ c : b : a , 

et si on représente par P le produit de tous les termes de la pro> 
posée, on aura 

et P = ttX« X* X XcX^X« , 

puisque les deux progressions sont composées des mêmes termes. 
Multipliant ces deux égalités membre à membre, il viendra 

P* = (aX«)X(ftXOX(cXi')X X{sXc)X{tXb)X{uXa) , 

ou K 521) 

P' = {aXuT , 

d*oti P = \/(aXnT . 

D'après cela , pour trouver le produit de tous les termes d'une 
progression géométrique dont on connait le premier terme, le der- 
nier et le nombre de termes ^ il faut multiplier le premier terme par 
le dernier^ élevet le produit à la puissance du degré marqué par le 
nombre des termes, et extraire la racine canée du résultat. 
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Soit proposé de trouver le produit de tous les tennes d*une pr-o- 
gression géométrique composée de 5 termes ^ dont le premier se r€iil 
a et le dernier 3a, 

On a ici a » a, « =^ 32, n i» 5; 

on aura donc 



P = \/(2X3a)« = V/^64* = V/107374Ï824 = 31768. 

B23. Pour trouver la somme de tous les termes d*une progrès - 
si on géométrique y il faut multiplier le dernier terme par la raison^ 
du produit retrancher le premier terme et diviser le reste par la 
raison diminuée d*une unité. 

Si on représente toujours le premier terme par a et la raison 
par q^ la progression sera (n® 506) 

l\ a X aq : aq^ \ aq" \ aq^ \ aq^ \ 

Sî, pour fixer les idées, on suppose que atj^ soit )e dernier terme, 
et si on représente par S la somme des termes de la progression, 
on aura 

S •=■ a-\-aq-{-aq^-]^aq^'\-aq*-^aq^. 

Multipliant les deux membres de celte égalité par q^ il viendra 

Sxq = ^q+^q^+aq^+ciq*+(ig'^+aq^xqî 

et en retranchant la première égalité de la seconde, on aura 

S^ — S ^aq'^Xq — a 

ou S(<7 — î) = uq ^^ a , 

en représentant par « le dernier terme «^*'dc la progression pro.- 

posée. 

Cette dernière égalké donne enfin 

un — a 

S^— . 

q — i 

tSoit proposé de trouver la somme des termes d'une progression 
dont le premier terme est 2, le dernier 486 et la raison 3. 

On a ici a = 2, m = 486 et ^ = 3 ; 

on aura donc 

486x3— a m458— 2 ï456 

S =*— = = — r- = 728. 

3 — 1 2 s 
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uq — a 



Remarque. On peut encore, à laide de la formule S * 



/ 



7—» 
déterminer la somme de tant de termes consécutifs que Ton voudra^ 
connaissant le premier terme et la raison. 

Pour cela, on commencera par calculer le dernier des termes 
dont on demande la somme, par la formule u = aq"""* (n* 819) ; 

uq — a 
ensuite on appliquera la formule S = » . 

q — t 

Exemple i. 
On demande la somme des 8 premiers termes de ta progression 

: :3 : 6 : la : 

On a ici tf = 3, g = a, et /? = 8 ; 

on aura donc u - 3xa^ = 3X1^8 = 384 , 

384xa— 3 768—3 

et S= = = 765. 

a — 1 I 

Exemple %é 

On demande la somme des S premiers termes de la progression 

1 I 

» • , • _____ • 

• • • • " • 

a 4 . .^ 

On a dans ce cas a = i, ^^ = — et « = àsy 

a ' ' ■ 

on aura donc d'abord Cn** 518, rem, a) 

7 . 



V 2 y ia8 



nsuite 
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a56 a55 a 5io 



irX — 



1 a56 I 256 

' a54 

« I — - . 
a 56 

uq — a 

524. Lajormule S = parait être en défaut lorsque tous 

/7— I 

les termes de la progression sont égaux ^ oo ce qui revient au même, 

quand lu raison est l'unité. 

Soit , par exemple, la progression 

:: a : a : a : a : a : 

dont on demande la somme des lo premiers termes. 

On a dans ce cas ^ = i, i^ =■ âT ; et par conséquent, on anra 
(n*» 823) 

a X I— a a^a o 

I-^I I — I o 

uq — a 
La formule S = ■ ■» donne donc ici une quantité de la 

o 
forme — — , c'est-à-dire (n*302, 7®.) une quantité indéterminée, et 
o 

qui y par conséquent, peut être considérera comme exprimant tel 

a 

xiombre que l'on voudra; car Tégalité = aest vraie. puisqu'elle 

o 

o 

donne o = aXo =o ; de même, légalité . = aa est aussi vraie, 

o 

puisqu'elle donne o=2ûXo==o, et ainsi de suite. On sait bien ce- 
pendant que la somme des lo premiers termes de la pro^^ression 
proposée est loa, et que, en général, la somme âen fermes est/7â. 

uq — a 
Pourquoi donc la formule S = -» ne conduit-elle pas au ré* 

sultat que Ton doit obtenir ? 
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T^our répondre à cette question, il suffit de se rappeler ce qui a 

^lé dit (n« 302, 7°., rem.). 

uq — a 
Pour reconnaître si te& deux termes de la fraction ont 

m , f — i 

«a facteur commun qu'on puisse faire disparaître avant d*intro- 
âoire les hypothèses k = a et ^ = i, qui réduisent cet deux termes 

il zéro, il n'y a qu'à remplacer u par sa valeur atf"^ ( n^ 5 19, et 

on aura alors 

S « — — — .^— B3 . . ' 

q^l î— I 

= — - — ^ C» 

q-l q-l 

Or ^ — I est eiactement divisible par q-^i (^^WT), et donne 

pour quotient q"""^ ^ q^^^'+- > . . . •+ 3' + '» donc si dans la for- 

7«— I 

iDule (i), on remplace par celte valeur, on aura 

^— I 

S = a(q-''+q'^-*+ +^+i), 

formule nécessairement composée de n termes , et qui , dans le cas 
particulier où ^ = i,. se réduit à 

S=^aCi+i+.....-f I ; 1), 
puisque toute puissance de Tunité^est i; 
d*où il vient enfin S = na, 

o 

qui est ici la vraie valeur de . 

a 

Maintenant, si on fait /i:=: lo, 

on aura $ = ioaj 

pour la somme des lo premiers termes de la progression 

:: a : a : a : — . 

523. Dans la progression décroissante, la raison étant une frac' 
tien, le terme du rang n quiCn*^ 518) est toujours exprimé par U 
acrmç'*''', diminue à mesure que it augmente, La valetir de ce terme 
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approche donc de plus en plus d'e zéfOflet on éonçoît àisémeot que 
l'on peut attribuer à n une valeur tellement grande que le terme 
XJ z=^a(f^ différera de zéro d'une quantité aussi petite que Ion 
voudra, sans que ce ternie puisse jamais devenir exaittemeot égal 
à zéro. Donc zéro est la limite du tenue U= o^~^^ ce que Ton 
peut exprimer ainsi : 

Um. tJ = o. 

uq — a 

Maintenant , la valeur de S qui exprime la sonune d'un 

q—i 

nombre quelconque n de termes, approchera de plus en plus 

— a 
de ■ , à mesure que le nombre n des termes dont on deman- 
q—i 

dera la somme deviendra grand. Car u = aq^^^ (n^ ^^^)« et q est 

une fraction ; donc u sera d'autant plus petit que n sera grande et 

par conséquent uq diminuera constamment , ou il s'approchera 

continuellement de zéro, sans jamais pouvoir y arriver, puisque u 






uq- 
ne peut être nul. La quantité S = ne sera donc jamais 

q^l 



—a • ^ uq — a 

égale à , donc est la limite de » ou de S; a» 

q—i î— I q-l 

— rt 
sorte que l'on a Um» S » — , 

g— I 

ou(n» 135, i.«>) lim.S^ . 

l—q 

Telle est la formule au moyen de laquelle on peut déterminer 
la somme de tous les termes d'une progression géométrique dé- 
croissante a l'infini. 

£XEMPI.E I . 

On demande la somme de tous les termes de la progression 
i 1 

^r: — : — : 

a 4 



I 

Où a ici a = I , ^ = j 

a 

on aura donc 

r ' I - : ^ • ^.. .. 

lim, S = — == -— - = a. 

I I 

Par ce résaltat, on voit que plus on prendra de termes dans la 

X I 

progression ^ i : : : , plus la somme que Ton ob- 

a 4 
tiendra approchera du nombre 2 , sans pouvoir jamais lui être 
égale. 

La somme des termes ne pourra être considérée comme égale 

I I 

à a qu'autant que Ton prendra pour dernier terme , ou , 

a«> QO 

OQ 9éfv ( n^ 502 , 4.° ) $ terme auquel on nd peut jamais arriver , 

mais vers lequel on tend continuellement. 

Exemple a. 

On demande la somme de tous les termes de la progression 
II II 

T» *• • • • ••••• 

3 4 8 x6 

I 
On a dans ce cas , a s= i , ly = — -^p- j 

on aura donc 

I I a 

Um. S = 

S 




526. Si entre le premier et le second terme d'une pro^ 
pression géométrique on insère un nombre quelconque m de 
moyens géométriques f pareil nombre entre le second terme 
eà le troisième , pareil nombre entre le troisième et le qua^ 
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irième^ et ainsi de suites toutes les progressions partielles 
que l*on formera ainsi pourront être réunies en une seule et 
même progression. 

Soit la progression ii al b : c là : e. . , , dont la raison est q. 

Représentant par q' la raison de la progression partielle qui 
aura pour premier terme a et pour dernier terme 5, on aura 
(n»Ô20) 



=îZ±=xy7: 



et si on représenté ^diVq" la raison de la progression partielle qui 
aura pour premier terme b et pour dernier terme c , on aura 



q' 






Donc 'q' = q^K 

Mais la seconde progression partielle a pour premier terme \e 
dernier terme h de la première , donc on pourra les réunir , ou 
en former une seule progression ayant pour premier terme a et 
pour dernier terme c. On démontrerait de la même manière que 
Ton peut réunir celle-ci à la troisième progression partielle, qui 
a pour premier terme c et pour dernier terme d\ «t ainsi de 
suite. 

527. Si quatre termes d'une progression géométrique 
forment une proportion géométrique, la différence des rangs 
des deux premiers de ces quatre termes sera égale à la diffé- 
rence des rangs des deux derniers, et réciproquement. 

Soient les quatre termes cT, h, g^l, tels que Ton ait ^ : >i : : ^ : /. 
Soit m la différence des rangs de <f et de ^^ , et soit m' la diffé- 
rence des rangs de g et de /. 

On aura (n** 519, rem.') 

h = d(f^ et / = g(p' , 

h l 
d'où il Tiendra = g« et = o*»*. 
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Mab (n* 469) = -— , 

^ h l 

poisqne, par bypolhèse, on a cT : h\\ç \ l^ 

h l 

donc aussi — = . 

d g 

et par conseqoent <f^ - q*^' . 

d*où il résulte nécessairement que m - m'. 

Réciproquement , si la différence des rangs de deux ternies 
4juelconques d'une progression géométrique est égale à la dif" 
férence des rangs de deux autres termes, ces quatre termes 
fifrmeront une proportion géométrique* 

Soient det h deux termes dont la différence des rangs est m , et 
soient ^ et / deux antres termes dont la différence des rangs est 
a ussi m. 

On aura h = dq"^ et / = gq'^ , 

h l 

d*où il viendra - — = tf ei — — = q'^ , 

h l 
cl par conséquent — - t= ; 

donc h \ d \\ l \ g, 

ou(nM88,3«.) . d \ h \\ g \ l. 

528. Si on fait correspondre terme à terme une progres- 
sion géométrique et une progression arithmétique, toutes deux 
croissantes ou toutes deux déc^roissantes , et si on prend dans la 
première quatre termes qui forment une proportion géomé- 
trique, les quatre termes correspondants de la seconde forme- 
ront une proportion arithmétique. 

Soient les deux progressions 

^ a : b : c : d: e : f: g: h : i : Â : i : m : 

^ af ,V .cf .df .e' Jf . gf.h'.i'.kfj'. m' .. . . .; 
toit q la raison de la piemière) et r celle de la seconde. 
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on aora if.g^ : y ,V , 

En effet, puisque d\g\ \h\l^ la différence des rangs de </el de ^ 
sera égale à la différence des rangs de ^ et de / (n° S37). Mais les 
termes </^ ^, h! et V correspondant aux termes d^ g, he\ l^ la dif-< 
férence des rangs de d' et de g' sera égale a la différence des rangs 
de h' et de /'; donc (n*^ Ki7, r^c//?.) les 4 termes c/^^', À', /^ for- 
meront la proportion arithmétique 

d:,g\h'.V. 



LIVRE ONZIÈME. 



Logarilhmes. Disposition et usages des tables. Com^ 
pléments arithmétiques. Erreurs des tables. 
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829. Les logarithmes ysonX^ en général des nombres en pro- 
gression arithmétique , qui correspondent , terme pour terme, à 
d*au très nombres en progression géométrique. Ainsi lorsque deux 
progressions d*un même nombre de termes , Tune géométriqt^e et 
l'autre arithmétique, sont écrites Tune sous l'aulre » chaque terme 
de la progression arithmétique est le logarithme du terme corres* 
pondant de la progression géométrique, et Tensemble de ces deux 
progressions forme ce quon appelle un système de logarithmes. 



Il y a donc one infinité de systèmes de logarithmes Dans tcms 
les systèmes, les deux progressions sont croissantes, la progression 
géométrique commence par l'unité, et 1^ progression ariUimétique 
l>ai zéro. 

Il résulte de cette convention et des reiparques 9 des' numéros 
510 et 518 que les deux progressions 

m:q iq^lq^ Iq'lq'' :q^ : q' : q^ : q^ : g*^ I q'' l .., 
•70. r. 2f. 3r. I^r, Sr, 6r, 'jr^ gr. gr, lor. iir. ... 
représentent tous les systèmes de logarithfnes. 

On voit par là que , dems un système quelconque , le logarithme 
tle l* unité est zéro. 

On appelle hase d*un système, le nombre qui a )*unité po^ loga 
rithme; ce nombre est la raison de la progression géométriqiiç 
quand Tautre progression est la suite naturelle des nombres. 
Dans tout autre cas, la base d*iui système ne fai^t point partie de la 
progression géométrique. 

Remarque. Le itro^uit d'un nombre quelconque de termes 
de la progression géométrique sera toujours un terme de cette 
f)0^re9sion (ï^ 618, rem, 3) 

Jl en sera de même d'une puissance quelconque de l'un 
des termeSf ainsi que du quotient de la division d*un terme 
quelconque par un des termes précédents. 

Pareillement, la somme d'un nombre quelconque de termes 
de la progression arithmétique sera toujours tm terme de 
cette progression (n® 510, rem. 2). 

Jl en sera de même du produit d'un des termes par un 
nombre entier, ainsi que de la différence en,(re deux termes 
quelconques. 

La correspondance de» deux . progressions 

^ I : g • ?* • î' ; q^ ^ î' : •••• 

•7' o. r. ar, 3r, 4r. 5r 

fournit certaines propriétés remarquables que nous allons faire 
connaitre . 

530. Le produit d'un nombre qMetconque de termes de 

TOMIII. l9 
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ia progression i/éoméirtque a pour logarithme la somme des 
logarithmes de tous ses facteurs. 

Prenons d*abord deui termes quelconques de la progression g^éo> 
métrique, q^ et ^', par exemple ; prenons ensuite le terme ^*, fei 
que la différence des rangs entre q^ et q^ soit égale à la différence 
des rangs entre q^ et le premier terme i . 
Nous aurons (n® 827, récip) 

t : q^ :: î* : q^, 
d*où il viendra (n** 486) 

q^ z=q^ ^ q^. 
Si nous prenons les 4 termes de la progression arithmétique qui 
correspondent aux termes de la proportion i l q^ :: q^ l q^, ce» 
quatre termes formeront (n*' 528) la proportion arithmétique 

o. 3r : 5r. 8r, 
ou o. log. (•) q^ : log. q^. log. <7^ 

d'où il viendra (n* 4T8) 

log. q^ = log. q^ + log. q\ 
ou log. {q^ X q^) = log. q^ -j- ^^S- Q^' 

En raisonnant sur le produit q^ X q^ ou q^ et sur tout autre 
terme de la progression géométrique , sur q* par exemple, on dé- 
montrerait comme ci-dessus que 

log, ^*» ou log, {q^ X q"") = log. q^ + log. q\ 
ou ce qui revient au même, que 

iog. (ç» X ^* X 7*) = log, q^ + log. ^* + log. q\ 
et ainsi de suite* 

531. La propriété que nous venons de démontrer oppar-- 
tient aussi à tous les nombres plus grands que Cunité, qui 
ne font point partie de la progression fondamentale 

fT* • q • q • q • q •••••• 

Supposons qu'entre i et^ on ait inséré m moyens géométriques, 



(*) AbrévÎAtiou du mol logarithmeé 
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pareil Bombre entre q et ^, pareil nombre entre q^ el g', et ainsi 

cle suite; tous ces moyens liés entr*cui par les nombres q%q*^ ^% 

«te. , formeront une seule et méaï% progression géométrique 

( n® S26) commençant par Tunité. Concevons pareillement qu*on 

ait inséré 771 moyens arithmétiques entre o et r^ pareil nombre 

cMitre ret 2r, enire a/* et 3r, et ainsi de suite; tous ces moyens liés 

entr'eui par les nombres r, ar, 3r, etc., formeront une seule et 

«néme progression arithmétique (n^ 516} commençant par zéro, 

«t du même nombre de termes que la progression géométrique. 

<I^liacun des moyens arithmétiques sera donc le logarithme du 

moyen géométrique correspondant (n* K29). 

Cela posé, on pourra toujours concevoir le nombre m asse^ 
^rand pour que la différence entre deux moyens géométriques 
consécutifs soit ausst petite que Ton voudra ; d*«it il résulte que 
tous les nombres plus grands que l'unité pourront être considéré» 
«omme étant d«s termes d'une progression géométrique commen- 
^nt par Tunité, et leurs logarithmes comme les termes correspon- 
•dants d'une progression arithmétique commençant par xéro. 
Donc, dans tout système de logarithmes , on a généralement 

log.(axbxc X ) = log.a + log. b + log. c+. • . ,• . , 

« » b , c , étant des nombres plus grands que Vanité. 

532. Le logarithme du quotient de la division de deupc 
nombres plus grands que l'unilé est égal au logarillinie du 
dividende moins le logarithme du diviseur* 

Soit a le dividende, b le diviseur, et q le quotient. 

Ona(n°62) a = & X <7r 

et par conséquent ( n^ 531 ) , log. a « log. b 4~ I^g- 9 * 
d*où il vient , en retranchant log. i de part et d'autre, 
log. a — log. b = log. q. 

533. Le logarithme de la m."** puissance dun nombre a 
plus grand que l'unité est égal au produit du logarithme ds 
€0 nombre par le degré m de celte puissance. 

On* (n« 4i) a*^ - flX/ïXflX -*....• 



-> 
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on aura donc log. a^ = log. (aX<»X«X ). 

et par consëqaent (n* Î53i ) , 

log. â"* = log. a -(- log. a + log. a \ = m log. «. 

534. Le logarithme de ta racine m.'^ (Tun nombre a 
plus grand que C unité est égal au quotient de la divisi.on 
du logarithme de ce nombre par l'indice m de ta racine. 

Ona(n'>42) (y/^) =«, 

et par conséquent ( n° 41 ) , 

X/a X Va X V/« X =«; 

donc (n«> 531 ) 

log. V/« + log. x/ot -h log. V/a + = log. a y 

m .— 

ou m log. y/ a = log. a , 

doù il vient, en divisant de part et d*auire par m , 

log. a 



« log* V « = 



m 



555. Si dans la formule ' u = o^**" ^ 
du n^ 519 , on applique les principes des n^* 551 et 555 , on aura 

log. u = log. « + (h — 1 ) log. q ; 
d*où il-viendra successivement 

log. u — log. û = (« — I ) log. ^, 

log. u — log a 

== /i — I 

log.^ 

log. u — • log. a 

et [- 1 ==: /j ; 

log./7 
formule par laquelle on peut déterminer le nombre des termes 
d*une progression géométrique dont on connaît le premier terme a, 
le dernier u et la raison q {ÙO 519 , 4.*)i 
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536. On appelle tables de lo^arithmei un tableau de deux co- 
lonnes, dont l'une contient les nombres i, 2, 3, 4, 5, ,et dont 

l'autre contient les logarithmes de ces nombres. Celte table, quoi' 
que ne contenant que les logarithmes des nombres entiers, peut 
néanmoins suffire pour tons \ti calculs , parce que, en définitive, 
les opérations à faire sur des nombres quelconques se réduisent 
toujours à des opérations sur des nombres entiers. 

A la rigueur, il ne serait pas impossibje de construire une table 
de logarithmes dans un système quelconque, en insérant entre les 
termes consécutifs des deux progressions de ce systèiuf les moyens 
géométriques et les moyens arithmétiques dont il a été parlé (n*^ 531). 
Maison conçoit aisément que cette méthode est impraticable par 
sa longueur ; aussi pour calculer les logarithmes dans un système 
quelconque, on emploie d'autres procédés qui , quoique fort labo- 
rieux , le sont infiniment moins que celui-là. 

537. La base du système de logarithmes dont ou fait usage dans 
les calculs numériques est 10 , et le logarithme de cette base est i 
(n° 529); en sorte que les deux progressions du système sont 

H I : 10 : 100 : looo : xôooo : . . ., 

f o . I . 2 . 3 . 4 

Les logarithmes de ce système se nomment logarithmes vulgaires, 
ou logarithmes de 6riggs. 

Il résulte évidemment du choix des deux progressions ci-dessus, 
que le logarithme vulgaire d'une puissance entière quelconque 
de 10 est composé doutait d unités qu^il y en a dans le degré de 
cette puissance. 
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538. f^ logarîihme de i étant zéro, et celoi de lo étant i ^ fo o t 
nombre compris entre i et lo aora pour logarithme un nowi^brc 
compris entre zéro et i; en ftorte qoe ce logarithme sera nne fr^c^ 
lion. II est tout aussi facile de voir que tout nombre compris er» tre 
lo et loo aura pour logarithme an nombre compris entre i ec a ; 
que tout nombre compris entre loo et looo aura pour logarithme 
un nombre compris entre a et 3, et ainsi de suite. 

D'après cela, le logariihme vulgaire d'un nombre qu^I- 
conque plus grand que l'unité se compose d'un entier et dun^ 
fraction quon évolue en décimales. La partie entière d'un £»- 
garithme est toujours connue i elle esc composée d'autant 
d'unités qu'il y a de chiffres moins un dans le nombre pro^ 
posé, s'il est entier, ou dans la partie mitière de ce nombre s'ii 
est fractionnaire, 

La partie entière d*an logarithme se nommé la cametéristîque 
de ce logarithme; on l^appelle ainsi , parce quelle fait connaître 
immédiatement entre quels ordres d^unités se trouve compris le 
nombre auquel appartient ce logarithme. D'après cela , on recon- 
fiait que le nombre qui a 0,267431 pour logarithme est eompria 
entre 1 et 10; que le nombre qui a pour logarithme 1,37637a est 
compris entre 10 et 100, et ainsi de suite. 

539. Ne pouvant encore donner d*autreidée dn calcul des lo- 
garithmes des nombres qui ne font point partie de la progression 

ff I : 10 : 100 : que ce qui a déjà été dit (n** 55 i) sur le 

même sujet, nous nous dispenserons de répéter ici le raisonnement 
que nous avons fait alors. Nous renverrons donc à ce raisonne* 
ment, dans lequel il suffira de remplacer 9,^', q\.* . . . par les 

nombres 10, 100, 1009, , et r, 27-, 3r, par les nombres 

i,a, 3, 

540. Le logarithme vulgaire d'un nombre, plus grand que 
f unité, est égal au degré de la puissance à laquelle il faudrait 
/lever la base 10 du système pour reproduire le nombre pro- 
posé. 
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Représentons par m le nombre de moyens géométriques qu'il 
faudrait insérer ènjre i et lo, enire lo et loo, etc. (n® 539) pour 
qu'un do ces moyens ne différât pas sensiblement du nombre pré- 
posé. La raison de la progression formée gar la réunion de toutes 

les progressions partielles sera V^^^ (n** 5520), ou lo *"+* (n® 376;^ 

rcm)\ et la raison de la progression arithmétique formée par tons 

les moyens arithmétiques insérés entre o et i, entre i et 21, etc., 

1 

liés entr*eux par les nombres x , a, 3, , si-ra (n® S13), 

m-\'\ 

puisque le nombre des moyens arithmétiques de chaque progres- 
sion partielle doit aussi être m, ^ 

Le premier des moyens géométriques insérés entre i et to sera 

donc 10*^* (n® 5^8, îem^ a), et le moyen arithmétique corres- 

I 
pondant sera (n® 510, rem. a). Le second moyen géomé- 

_i _i 2 

trique sera lo*"-*"* X 10*"+* ,* ou 10*"+* ( n" 120), et le moyen 

I I a 

arithmétique correspondant sera — — ;- -f- — — , ou ■ , 

w-|-i' inr\-\ /w+i 

et ainsi de suite. 

Pareillement, le premier àt% moyens géométriques insérés entre 

10 et 100 sera 10 X 10'"+' ou 10 '"+^ ; et le moyen arithmé- 

I 
Inique correspondant sera i +^> . Le second des moyens géo- 

métriques &era 10 *"+* X 10*"+* ou 10 "*+* , et le moyen 

I I 
arithmétique correspondant sera i -f- "^ 1 i — °" ' 

a 

, et ainsi de suite. 



On aura donc les deux progressions 

« iiio^^^* : 10*"+* :„. : lo*: i© ^'"+* : lo '*''"+* : ...no': 
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2 



I X — - — .1+ 



. .31. 



-K 



d'où Von voit que cbaqae terme de la progression arithmétique 
est le degré roéme de la puissance do nombre lo qui lui corres- 
pond dans la progression géométrique. 

. N.B. Le terme zéroâe la progression arithmétique est aussi le 
degré de la puissance à laquelle il faudrait élever la base la da 
système pour trouver le premier terme i de la progression géor 
métrique. 

Car on a (n*» 135, I^) io«= i. 

541» On peut employçr le procédé «pilant poiu» calculer les 
logarithmes. 

Supposons que Ton veuille calculer le logarithme de n. 
On insérera unmojen géométrique entre letio (n« 4«87, rem. i\ 
et un moyen arithmétique entre o et i (n° 479, rem. i ); le moyen 
géométrique sera évidemment plus grand que a. Qn insérera ua 
moyen géométrique entre i et le premier moyen géométrique , et 
un moyen arithmétique entre o et le premier moyen a^ithmé' 
tique ; le second moyen géométrique sera plus petit que a* On in- 
sérera encore un moyen géométrique entre les deux premiers 
jnoyens géométriques^ et un moyen arithmétique entre les dewe 
premiers moyens arithmétique*; le troisième moyen géométrique 
sera plm grand que a. 

En continuant ainsi d'insérer desn^ojenâ, on parviendra évi^ 
demment à deux moyens géométriques, l 'un plus petit que a, lautre 
plus grand, et dont la différence sera tellement petite qu'on ppurf^ 
la considérer comme nulle. Ces deux nioyens différeront encore 
moins du nombre n qu'ils ne différeront entf'euz, les moycnt 
arithmétiques correspondants auront nécessairement plusieurs 
chiffrer décimaux communs, et ^i on prend la partie commune 
CL ces deux moyens ^ on aura le logarithme de- 2, à moins d'une 
unité décimale de tordre du dernier chiffre décimal commun aux 
deux derniers moyens arithmétiques calculés. 
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décimales. 



N*»* 1 Opér. i efffcc. 
des II ponr trouver 

btnoysBsl les Moyen» gêom. 



K/»xi 



y/ i*'raoy a"* 



\/a"»«X3"* 



3 

4 

5 
6 
7 |v/4*"*X6 






V/6»*X7" 



y/^mox8- 



V/»"*V;c 



v/8-»«Aio« 



5 

6 

7 
8 

9 
ao 



Opér. à effectari 

poar l'outer 
les moyeos arith. 



O I 



o V I •' innv. 



i*'moy.-f2« 



^■i. 3bi« 






me ' f:iB« 



a 



Moyen* gcoin* 
en 



gme_t ^me 



a 

^in« I 5^me 



8*«-|-Q»« 






me^j^me 



V/ia»«xi3-" 



V/ia-^VU""* 



gn»*-}- . o"»« 



a 



ii»«- iîi° 



îi"»» I '*»"'' 



i2'»«-'ri4" 



,ame_|^,5»e 



\/ia"«Xi^" 



v/' 



j^me iQxt 



me ^ , nKBO 



a»«Xi7 



Y/^i7"»«Xi8" 



k/i8"*Xi9"* 



T0M> 11. 



12"* 17" 



|^me-î^lgm« 



a 

i8«*-{-i9" 



3,i6aa8o 
i,778a8o 
3,371370 
a,o535ao 
1,910960 
1,980960 
2,016910 
1,998810 
a,oo78Go 
2,oo335o 
a,ooiioo 

«»9999^o 
2,ooo54o 

a,oooa6o 
a,oooiao 
2,oooo5o 
2,000010 

»»999995 
a^oooooS 
a,oooooo 



Moyrni «lith* 

en 

ôccHStle* 



o,aS 

0,375 

o,3ia5 

o,a8ia5 

0,396875 

0,3046875 

0,300781a 

0,3027343 



0,0017577 



0,0013694 
o,3oioa53 
0,3011473 
o,3o 10863 
o,3oio558 
o,3oio4o5 
o,3oio3a9 
0,3010391 
o,3oio3io 
o,3oio3oo 
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On voie, par ce tableaa que le logarîtbme de % est o,3oio3 , à 
moins du 0,00001 près. 

Le procédé que nous Tenons d'employer pour parvenir au loga- 
rithme de 2 suppose que chacun des moyens arithmétiques est le 
logariilime du moyen géométrique correspondant ; c'est ce qa'il est 
aisé de vérifier. 

Si dans chacune des opérations indiquées dans le tableau ci- 
dessus on remplace U signe radical par lexposant fractionnaire 

— — , ce qui est permis ( n* 576, rem ), on aura 

a 

i.«» moy. géom. = y/ *Xio « V^'*^ =• »o* > 

o+i I 

I .•' moy. arith. « « » , . , — • 

a 1 



T 



1 

10* 



a."" moy. géom. = V' 'Xio* =» V lo* =. 

o + -i- -L 

a a I 

2.""® moy. arith. = ' = =r ^ 

a a 4 

3."° moy. géom. ^ K 10^X10"* « j/io **=... 10*^, 
3.""* moy arith. 

•laoy. géom. = j/ 10 "*Xio»" = K 10 » =. . . .10^ , 
4."® moy. arith. 



a ^ 4 4 3 

a a 8 



4- 

4 "^ 8 S 5 . 

a a 16 

et ainsi de suke. 

On voit, par ce nouveau tableau, que chacun des njoj^Qs arith- 
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xn^miqnes da tableaa précédent est égal aa degré de la puissance à 
^•<liiellc il faudrait élever la base lO du système pour obtenir le 
moyen géométrique correspondant ; donc (n® 840) chaque moyen 
srithmétique est le logarithme do moyen géométrique corres- 
ix>iidant. 

On pourra donc calculer les logarithmes de tous les nombres 
premiers par le procédé que nous venons d*indiquer, et pour avoir 
les logarithmes des nombres multiples , on fera usage des pro- 
priétés énoncées ( n"" 531 et 533). 

542. Connaissant te logarithme d*un nombre dans un 
système quelconque ^ pour 4}bt€nir le logarithme du même 
nombre dans tout auére système, il suffit 4e diviser le loga- 
rithme donné par le logarithme de la base dp nouveau système^ 
pris dans le premier f ou ce qui revient aU même , il suffit de 
multiplier le logarithme donné par le ijfuo tient de l* unité di- 
visée par le logarithme de la base du' nouveau- système pris 
dans ^ancien. 

Soit N un nombre dont on connaît le logarithme dans un cer- 
tain système. Soit i la base d*un nouveau système dans lequel on 
veut avoir Iç logarUlunç de N» 

Si on désigne par L.N le logarithme deN dans le système dont 
la base est J, on aura (n^ 540) J^^ = N, d'où il viendra (n° 535) 
L.N log. b= log. N ; et divisant les deux membres de celle éga- 
lité par log. i, on aura 

log. N I 

^log.NX 



log. b 

Ainsi , connaissant le logarithme de a, par eiemple^dan^ le 
système vulgaire , pour tirouver le logarithme du même nombre 
dans le système dont la base serait 5, on multipliera o,3oio3o, qui 

I 
est le logarithme de * dans le système vulgaire , par - , ou 

log. 5 

I 

pjif ^ et on trouvera 0,4^0676. 

0^698970 
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On voit, par ce qal précède, q^il exisie i/i» rappaitt e&miamt 
entre tous les logarithmes d'un certain système et les logariiàmeê 
des mêmes nombres dans tout autre sysième ;^ ce rapport est, 

comme on vient de le voir • ■■ , et se nomme le module do 
log, i 

nouveau système par rapport a l^ancien. 

543. Dans le système vulgaire , les logarithmes des 
nombres décuples les uns des autres ne différent que par la 
caractéristique* 
On a (n* 531) 
log.(âXio) =&log. «-+- log. 10 =ilog«(a-+- i), 

log. (ax lox *o} =3 log. a + log. lo -f~ ^®g» ^^ == ^^* (^ "H ^) » 

elc* ; 
et en général , on a ( n*** 531 et 533 ) 

log. («Xio'") = Jog. a + log. lo** » log. a+ ni log. lo 

= log, « -|- 771 . 

Il résulte de là que , connaissant le logarithme vulgaire d'un 
nombre quelconque ^ pour obtenir celui d'un nombre lo, loo, 
looo^ Jois plus grand, il suffit d'augmenter la caracté- 
ristique de ce logarithme de i ,^, 3, unités. 

Au contraire , connaissant le logarithme d'un nombre , pour 
obtenir celui d'un nombre lo , loo , iooo> .... - fois plus petit, 
il svjfit de diminuer la caractéristique de ce logarithme de i,^, 
3 , imites^ 

Car on a (n*» 532) 

a 
log. a log. a — log. lo = log. â — I, 

lO 

a a 

log. ■ ou log. =B log. a, — log. lo". 

loxio lo' 

== log. a, — a log.ioss log. a — a, 
etc.; 
et , en général , 

a ' 
log-, » log, û — log. lo*":- lpg.a^i7ilog.to»loff. a — m. 

lO** 
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BeeiproqiMmentt e^nnnissnni k nombre auquel appartient 
«*n logarithme, pour obtenir le nombre correspondant à tout 
rmuire logarithme qui ne différera du premier que par la carac^ 
£éris tique, il suffira de multiplier ou de diserte nombre connu 

pffir 10 , 100 , looo , selon que la caractéristique du nou- 

'9jeau logarithme aura i , a , 3, unités de plus ou de moins 

4jue celle du logarilhme donné. 

544. La table qne ]*on trouve à la fin du traité de navigation 
contient les logarithmes des nombres entiers, depuis i jusqu'à 
loooo. Les nombres sont écrits dans des colonnes verticales intitu- 
lées N , et les logarithmes dans d'autres colonnes verticales à droite 
des premières. Les caractéristiques des logarithmes ne sont point 
écrites, parce que^ d après ce qui a été dit (n*' 538) la caractéris- 
tique du logarithme d*un nombre donné est toujours connue. A 
partir du nombre looi , on trouve, entre chaque colonne de loga- 
rithmes et la colonne suivante de nombres, uue nouvelle colonne 
inliiulce/7ûr^/ex proporiionnellesy par le moyen de laquelle on peut 
obtenir promplement les logarithmes des nombre» depuis loooi 
jusqu'à looooo. 

545. A Faide de cette table, on tronvt immédiatement les 
logarithmes des nombres entiers depuis i jusqu'à 9999, et récipro- 
quement. 

1.** Étant donné un nombre entier au-dessous de ioooo« 
pour trou{^er son logarithme , on cherchera ce nombre dans 
les colonnes N > et on trouvera à côté la partie décimale de 
son logarithme ; joignant à cette partie décimale une earac^ 
téristique doutant d'unités qu'il y a de chiffres moins un 
dans le nombre proposé^ on aura le UnjimlhmB demamdé* 

Exemple. 
On demande le logarithme de 4B63. 

A côté du nombre 4863 .on trouve 686904 dans la colonne loga» 
rithme. Joignant à cette fraction décimale la caraetéristiq«e 3 , 
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parce que le nombre 4B63 est composé de 4 chiffres, on a 3,686904 
pour le logarithme demandé. 

2.<» Étant donné un logarithme dont la caractéristique 
est moindre que 4 unités , pour trouver le nombre correspon- 
dant , on cherchera la partie décimale du logarithme donné 
dans les colonnes de logarithmes dont les nombres ont au- 
tant de chiffres plus un qu'il y a d'unités dans la caractérisa 
tique de ce logarithme ; le nombre que l'on trouvera, à coté 
dans la colonne N qui précède sera le nombre demandé. 

Exemple. 

On demande le nombre auquel appattient le logarithme 
2,88986a. 

Cherchant la partie décimale 6898611 dans les colonnes de loga- 
rithmes des nombres de 3 chiffres, on trouve dans la colonne N qui 
précède , 776 qui est le nombre demandé. 

N.B. Ce que nous venons de dire (2.®) suppose que la partie dé- 
cimale du logarithme donné se trouve dans la table , ce qui n arrive 
pas toujours. On verra bientôt comment on doit opérer dans 
ce cas. 



USAGES DES LOGARITHMES. 



Les logarithmes servent à effectuer promptement des opérations 
qui , sans leur secourt , seraient par fois très pénibles : par le 
moyen des logarithmes , on substitue Taddition à la multiplica- 
tion , la soustraction à la division , la multiplication à Télévation 
i une puissance , et la division à Textraction àlnne racine. 

546. Putir ^tre une multiplication par logarithmes , on 
ajouta les logarithmes de tous les nombres qui doivent être 
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multipliés entreux; cherchant la somme parmi les logarithmes 
dit la. table, le nombre que l'on trouve à côté dans la colonne N 

qui précède est le nombre demandé. 

Car si od représente les nombres à maltipUer par â, ^, c,. . . . 

on aura (n*^ 831) 

log. (axbXcX )== log. a + log. b + log. c + 

Exemple. 
On demande le produit de fiS par 79 

Opération. 

log. 48 i,68|24f 

Jog- 79 1*897627 

Somme 3,578868 log. produit. 

Produit = 3792. 

547. Pour faire une division par logarithmes , on re- 
tr anche le logarithme du diviseur de celui du dividende ; 
ehercharit dans la table le logarithme restant , on trouve à 
coté le quotient demandé. 

Car ona (n° 532) 

Log. quotient = log. dividende — log. diviseur, 

EXBMPLE. 

On demande le quotient de la division de 2'] 55 par 19. 
Opération. 

log. 2755 3,44013a ^ 

log. 19.. • 1,278754 

Différence a,i6i368 log. quotient. 

Quotients i45. 

548. Pour élever un nombre à une puissance quelconque 
en employant les logarithmes , on multiplia le logarithme de 
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ce nombre par ie degré de la puissance à laquelle o^x f^But 
l'élever, ce qui donne le logarithme de cette puissérnre / 
cherchant ce logarithme dans la table, on trouve à côté lu 
puissance demandée. 

Car on a (n® 535 , log. a*" '= m log. a. 

\ * Exemple. 

On demande le carré de 'j^. 

Opération. 

log. 76 1,880814 

Multipliant par a 

Produit. 3,761628 log (76}» . 

Carré demandé = $776. 

549. Pour extraire une racine dun degré quelconque par 

le moyen des logarithmes , on dis^ise le logarithme du nombre 

donné par l'indice de la racine que l'on veut extraire , et on 

a ainsi le logarithme de cette racine; cherchant ce logarithme 

dans la table , ou trouve à côté la racine demandée, 

"•y-. log. a 

Car on a (n* B34) log. \/a = . 

m 

Exemple. 

On demande la racine carrée de 2gi6. 

Opération, 

log. 2916 3,464788 

dipisant par a 

Quotient t ,732394 log. racine. 

Racine carrée demandée = 54 » 

550. Il est évident, d'après ce que nous venons de dire, que 
Ton povjra effectuer, à laide des logarithmes, tout calcul dans 
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leq «»el U entrera de» multîplîcaUott$, de» diviâiom^ de» élétstioii» 
Aox pui»»aiioe» » oq de» extractkMi» de ractoc»* 

^ÎDsi ) pQur irmwer Is iftiatrièm» terme 4*%tme ffopmttion 
^é€MmétntiUe g par k moyen des le^rithmes / on ajoute tes 
i€>ffiMTitkmei des deux moyens , et de la somme on retranche 
i^ iagarithme de t extrême connu ^ ce tiui donne celui de V ex- 
trême demandé ; cherchant ce logarithme dans la table , 
OTi. trouve le nombre demandé à côté 

Car dans la proportion a\h\\c\ d 

bXc 

oo a (»• 486) . d = ; 

a 

âonc ( n^ 546 et 847)» on aura 

log. ^ » log. 24" ^og* ^ — ^<^- «• 

Exemple. 

On demande le quatrième terme de fa proportion géomé* 
iHque') : 56: :9a : jr. 

Opération- 

log. 92 i,9637«8 

iog. 56. i,7A8i88 

Somme 3.7 1 197^ 

log. 7 0,845098 

Différence %jè&i%n% log. x. 

X £* 736. 

551. Daos tom ce qui précède, nous n*avons parlé qu« des \q^ 
garitfames dt;s nombres plus grands que lunité : pour compléter 
cette théorie, il convient de faire voir que les Jractions ont aussi 
des logarithmes qui dépendent du même système que ceux des 
nombres entiers et des nombres fractionnaires ; d'où il résultera 
nécessairement que les principes qui viennent d*étre démontrés 
pour les nombres pl\is grands que l'unité, conviendront aussi aux 
fractions. 

Tome II. ao. 



i96 aoBB. n loq* qui im 9m noo? ba fas bahi lis ïAïutk 
Dlmtnt la secoadt ^lîté par la preaièrit, 

on aura = , 

I 
ou (D* 133, 4* ) I H = lo^. 

I 

Or plut N sera grand » plus la fraction sera petite, et , ptr 

conséquent , pins le premier membre de cette égalité approchera 

I 
de Vanité. Mais D est le logarithme de i + ( n* 640 ) , donc 

N 

plos le nombre N sera grand« plus la différence D entre le loga- 
rithme de N et celui de N -]- 1 approchera du logarithme de.ranité, 
c*est-à*dire, de zéro. 

I 
Remarqub. Si N était infini , on aurait = o (n"* 302,4^), 

I 

et par conséquent i -) se réduirait a i, et on aurait alors 

N 

d'où il résulterait que D serait la logarithme de Tnnité, c*est-à- 
-dire, aéro. 

553. Les différences des logarithmes d'une table ap- 
j^rochent d'autant plus d'être propertiennelies aux différences 
des nombres correspondants que ces nombres sont plus 
grands 

Soient N et N +i deux nombres consécutifs de la table; soient 
/ et / + D les logarithmes de ces deux nombres. 
I 
Soit N -f ~- an nombre compris entre N et N +i , et soit / -j- <f 
n 

son logarithme. 

La proportion qu*il s^agit de démontrer est donc 
I 

I : D : : — : d; 
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proportion qui ne sera jâmaU rigo^reaiement ?raie, mais qoi ap« 
procbcra d'autant plos de Tétre qoje le nombre N sera |âus grand. 

En effet, pins N sera grand, plus la quantité D sera petite (n^ (^59), 
et il en sera de même de la quantité dqui est nécessairement plus 
petite que D. 

Cela posé, les deux proportions 

N + I : N :: /+ D : / 
et n+~:n::/+^:/, 

n 

cfoi ne sont jamais rigoureusement vraies, approcheront daulaqt 
plus de rétre que N sera plus grand. 
Mais la première donne (n^ 495, i^.)* 

n+i-^n:/+d-./::n:/, 
ou I : D ::n:/, 

et la seconde donne 

— :^::n:/; 

n 
donc, à cause du rapport commun, on aura 

I 

n 
qui approchera .d*aiitant plus d'être vraie que N sera plus grand. 

5S4. Problème 1^'. Trouver le logarithme d^tm nombre entier 
compris entre looooe/ looooo. 

On séparera un chiffre sur la droite du nombre donné, on cher- 
chera la partie à gauche dans les eolonnes N de la table , et on 
prendra, dans la colonne des logarithmes qui se trouve à droite, le 
nombre écrit sur la même ligne. On prendra ensuite, dans la co* 
lonne correspondante des pardes proportionnelles, la première^ 09 
la seconde, ou la troisième, etc., des quantités qui se trouvent au- 
dessous de Tespace blanc, selon que le chiffre séparé sur la droite 

du nombre proposé sera i, 2, 3, On ajoutera cette quantité 

AUX derniers chiffres du nombre pris dans la colonne des loga- 
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rilhmts, et on aara ainsi h. partie décimale da logarithme cherché. 
Joignant k cette partie décimale line caraotéristiqae de 4 noités, 
on aora le logarithme demandé. 

Exemple. 

On demande le logarithme de 48267. 

Séparant le chiffre 7, la partie à gauche sera 48a^. Cherchant 
ce nombre dans la table , on trouvera que la partie décimale du 
logarithme correspondant est 0,68^67 . Ajoutant à cette fraction 
le septième nombre 63 de la colonne àt% parties proportionnelles 
qoi est à droite (*) , parce que le chiffre séparé sur la droite du 
nombre donné est 7^ on aura o,68365o pour la partie décimale dm 
logarithme cherché. Enfin , le nombre proposé étant composé de 
5 chiffres, la caractéristique de son logarithme devra être de 4 
nnités (n^ 838) , donc ce logarithme sera 4)6836 5o. 

Il nous reste à expliquer pourquoi it faut ajouter la septième 
partie proportionnelle 63 à la partie décimale du logarithme de 
48a6, pour obtenir celle du logarithme de 48267. 

D'abord, il faut se rappeller une fois pour toutes que, d'après ce 
qui a été dit (n^ 858) , la recherche d un logarithme se réduit è 
celle de sa partie décimale^ d'après cela, dans les explications re- 
latives aux usages des tablcS| nous appellerons par fois logarithme 
d'un nombre la partie décimale de ce logarithme, pour simplifier 
le discours. 

Cela posé, ayant séparé le chiffre 7 sur la droite du nombre 
48267, on a eu 4826,7, nombre qui est compris entre 4826 et 4827; 
donc le logarithme de 4826,7 doit être compria entre ceux de 
4826 et de 4827, logarithmes qni diffèrent entr'enx de 0,000090; 
et par conséquent il sera égal au logarithme de 4826 , plus une 
fraction décimale de l'ordre des iodogoo*"^. 



(^) Les nombres de cette colonne expriment des décimales du même 
ordre que celles qui sont dans les colonues des logarithmes j aiuM le 
nombre 63 dont il s'agit est 0,000063. 
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Poor câlcnler <ett« fraction » il faut (n^ 555} faijre la propOr-* 
tionf). 

I : 0,000090 : : 0,7 : un 4"* tcrnie,qai sera la différence entra 
te logarithme de /1826 et celui de 48a6,7« 

Ajoutant o,oooo63 qui est le 4*°* terme de cette proportion à la 
partie décimale 0,688587 du logarithme de 4826 , on trouverait 
o,68365o , et joignant 4 unités de caractéristique , on aurait 
4.683650. 

Mais Tes parties proportionnelles ont été placées dans la table 
pour éviter le calcul du 4"* terme de la proportion ci-dessus ; on 
a calculé les produits'de la différence de deux logarithmes consé- 
cutifs par 0,1, par 0,3, par o,3, etc., et on les a mis par ordre dans 
une colonne à côté de celles des logarithmes. Ces parties propor- 
tionnelles sont en regard des nombres de 4 chiffres qui ont tous 
le même nombre de dixaines. Vis-à-vis de celui de ces nombres 
qui est terminé par i, on a placé H partie proportionnelle pour 
0)1 ; vis-à-vis du nombre qui est terminé par 2, on a placé la 
partie proportionnelle pour o,a , et ainsi de suite. £n regard 
de celui de ces nombres qui est terminé par un zéro , on a 
laissé un espace blanc» parce que si le chiffre séparé sur la droire 
du nombre proposé était un zéro, la partie proportionnelle serait 
évidemment nulle. 

Ainsi, dans notre exemple , le chiffre séparé sur la droite du 
nombre 48267 étant 7, on a dû prendre la 7™® des parties propor- 
tionnelles placées en regard des nombres contenant 482 dixaines. 

555. Problème 2^ Etant donné un nombre entier accom^ 
pagnéde décimales, tel que le nombre fotal des chiffres n'ex,^ 
cède pas 5 ; trouver son logarithme. 

On iera aj^straction de la virgule» et quand on aura trouvé , en 



(*) La différence entre les deux nombres consécutifs 4826 et 4827 est à 
la ^ifCéreuce entre leurs logarithmes > comme la diffe'rence 0,7 entre 4826 et 
4826,7 est à U différence entre leurs logariihmes. 
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opérant comme il vient d'être dit, la partie décimale da logarithme 
cherché, on y joindra nne caractéristique d*aatant d*unités qu*il y 
avait de chiffres moins an dans la partie entière da nombre 
donné. 

Exemple i. 

On demande le logarithme de 36,47* 

Cherchant 364? dans les colonnes N, on troayera k c6téo,56i936 
qoi sera la partie décimale du logarithme cherché, puisque cette 
partie décimale doit être la même que celle du logarithme de 3647 
(n^ S43); et, comme la partie entière du nombre 36,47 est composée 
de deux chiffres, la caractéristique de son logarithme devra être i. 
Le logarithme demandé sera donc i,56i936. 

Exemple a. 

On demande le logarithme de 678,94* 

Cherchant dans les colonnes N le nombre 6789, on trouvera à 
côté o,83i8o6; ajoutant la quatrième partie proportionnelle 
0,000026 f^), parce que le cinquième chiffre du nombre proposé 
est 4, on aura o,83i83a pour la partie décimale du logarithme 
cherché. Enfin la partie entière du nombre 678,94 étant com- 
posée de trois chiffres, la caractéristique de son logarithme devra 
être % ; donc ce logarithme sera 2,83 1 83a . 

Le procédé que Ton vient de suivre est encore fondé sur le prin- 
cipe du n® 843 ; il résulte évidemment de ce principe que les loga- 
rithmes des nombres 67894 et 678,94 ont la même partie dé- 
cimale. 

586. Problème 3 . Trouver le logarithme d^un nombre entier 
composé de plus de 5 chiffres. 

On séparera sur la droite dn nombre proposé asses de chiffres 



{*) On devra se rappeler une fois pour toutes que les nombres qui sont 
dans les colonnes des parties proportion uellet etprimentdes miflioniêmes» 
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f 

|>oi:Br que la par fie à gauche poisse se trouver parmi les nombres 

cle 4 chiffres de la table. On prendra la différence entre le loga* 

xitlime de la partie à gauche et le logarithme suivant , puis on fera 

-ce Lie proportion: Vunlté est à la différence trouvée , comme la 

j>€zrtie séparée à droite du nombre donné ^ considérée comme 

^/rtaction décimale y est à un quatrième terme » Ajouta ut ce quatrième 

terme à la partie décimale du logarithme du nombre à gauche , on 

aura la partie décimale da logarithme cherché \ joignante cette 

fraction une caractéristique convenable , on aura le logarithme 

cLemandé. 

On dememde le logarithme de 867379* 

Séparant deni chiffres sur la droite de ce nombre, on anra 
8673979. Cherchant la partie à gauche 8678 dans la table, on 
troBveni à côté 0,938169, et prenant la différence entre celte frac- 
tion décimale et la suivante 0,938219, on trouvera o^ooooSo. 

Cherchant le 4."* terme de la proporlioa 

I : o,oooo5o : : 0,79 : j?, 

on anra x - 0,000040 (*) 

qui étant ajouté à 0,988169 donnera 0,988309 pour ]a partie 
décimale du logarithme cherché. Le nombre proposé 867879 étant 
composé de 6 chiffres, la •caraclérislique de son logarithme sera 
de 5 unités; donc ce logarilhoie sera 5.988209. 

Nous avons, prescrit de séparer a chiffres sur la droite du 
nombre 867879, afin que la parîie à gauche se trouvât composée 
de 4 chiffres, parce que la proporîion que Ton fait pour trouver 
la fraction décimale qui doit être ajoutée a la partie décimale du 



(^) Le 4."* terme est 0)00003950, mais les logarithmes de la table 
n'ayant que € décimales , on supprime les deux derniers chiffres; et comme 
l'ensemble des chiffres à supprimer forme un nombre égal à la moitié 
de 0^000001 , on augmente le dernier chiffre décimal d'une unité. 
Tome IL ai 
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logarithme de cette partie à gauche approchera plti 
que si elle contenait un plus petit nombre déchiffres 

Remarque. Si le nombre proposé ne contenait pas de cfaîffres 
significatifs après lé S,^^ chiffre de gauche^ on chercherait la partie 
décimale de son logarithme comme il a été dit (h^ 554 ) , et on y 
joindrait une caractérisliq^ue convenable.. 

£x£MPI.É. 

On demande le logarithme de 403670000. 

La partie décimale du logarithme de 40867 , et par conséquent 
(n^ 545) celle, du logarithme de 408670000 , est de 0,606027 , et 
comme le nombre proposé est composé de 9 chiffres, son logarithme 
sera 8,606027 .. 

557. Problème 4. Trouver te logarithme d'un nombre dé'- 
cimal plus grand que l'unité^ lorsque le nombre total des 
chiffres surpasse 5, 

On avancera la virgule, vers la droite ou vers la gauche, d^autanC 
de rangs qu'il sera nécessaire pour que la partie entière du nombre 
ainsi préparé soit de 4 chiffres; on cherchera la partie décimale 
du logarithme demandé comme il a été dit dans le problème pré^ 
eédent, et on lui donnera une caractéristique convenable. 

Exemple. 

On demande Te logarithme de 84,67894. 

Avançant la virgute de deux rangs vers la droite , on aura 
3467,894. 

Cherchant le nombre 8467 dans les colonnes N , on trouvera à 
côté 0,589954 , et la différence entre cette partie décimale et la 
suivante sera 0,000125. 

Cherchant le 4.'^'' terme delà proportion 

1 : 0,0001 a5 : : 0,894 : <c, 

on trouvera 0,000112 qui étant ajouté à 0,589954 donnera 
0,540066 pour la partie décimale du logarithme cherché \ et comme 
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la partie entière du nombre 34*67894 est composée de 2 chiffres, 
•on logarithme sera i,54oo66. 

5S8. pROBLiME 5. Trouver le logarithme (T un nombre entier 
Accompagné d'une fraction ordinaire* 

On transformera le nombre fractionnaire donné en une expres- 
sion fractionnaire équivalente (n<* 210, rec2/7.) , puis on retran- 
chera le logarithme du dénominateur de celui du numérateur, ce 
qui donnera le logarithme demaadîé. 

Car si on représente par Texpression fractionnaire équiva- 

h 

a 
lente an nombre donné , on aura ( n° 532) log. — = log. m 

h 
— log. i. 

Exemple. 

On demande l& logarithme de 1^ . 

7 

6 181 
L'expression fractionnaire équivalente à aS >— est 

7 7 
Ensuite 

log. i8i 2,257679 

log. 7 •.... 0,84509s 

6 

Différence • ,. 1,41 a58i log. 25 . 

7 

8559 . pBOBLittB 6 . Trouver le logarithme d'une fraction or^ 
dincUre. 

On rctrancbera le logarithme du numérateur de celui du déno* 
minateur , et on fera précéder le reste du signe moins. 

Car le logarithme d'une fraction ordinaire est égal au logarithme 
de la fraction renversée, pris avec un signe contraire. 
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b 

D'après ccU , si on représente la frac lion proposée par , on 

a 

h a 

aura log. = — log. -— . 

a h 

h 

oa(n''558) log. = — (log. a — log. i). 

a 

Il reste donc à démontrer que le logarithme d'une fraction ordi^ 
naire est égal au logarithme de la Jraction inverse , pris avec un 
signe contraire, 

b 

Soit toujours la fraction . 

a 

il 

On a évidemment (n° 247) = — , 

a a 

T 

b , a 

et par conséquent log . = log. i — log. — - 

a à 

a 
= o-log.— 

a 

Exemple. 

a5 
On demande le logarithme de — . 

37 

O'pération. 

log. 37 '. i,568aoa 

log. a5. 1*397940 

Différence — 0,17026» log. — . 

37 

éfeO. PaoBLiME 7. Trouver le logarithme d'une fraction déci- 
maie. 



J 
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On considérera Ift fraction décimale comme on nombre entier, 
et après avoir trouvé le logarithme de ce nombre ^ en opérant 
comme il a été dit dans les problèmes précédents, on le retran* 
cbera d*au(ant d'unilés qu*il y avait de chiffres décimaux dans la 
fraction proposée; le reste précédé du signe moins sera le loga- 
rithme -demandé. 

Exemple. 
On demande le logarithme de 0,084 1 . 

Opération, 

log* 341 2,533754 

retranchant de 4 



Différence — 1,467246 iog. o,o34i, 

En effet, on a (n« 255) 

341 
o,o34i = ; 

lOOOO 

er, d*après ce qui précède (n* 559) 

341 
log. ■ = — (log. xoooo — log, 341) 

lOOOO 

= — (4 — 2,532754) 
= — 1,467246. 

561. Les logarithmes négatifs peoTent être mis sous nne forme 

qui eu rend l'emploi pins facile. 

Soit, par exemple, le logarithme — 1,467246, qui appartient à 

341 
la fraction décimale o,o34t, ou à la fraction ordinaire ■ . 

lOOOO 

On a (n<» 547) 

341 
log. = log. 341 — log. 10000 = 2,532754 — 4 

lOOOO 

= 2 — . 4 + 0,532754 = — a + 0,532754 ; 
donc on aura aussi 

log. o,o34i = — 2 + 0,532754. 
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Pour dbtinguer ces logarithmes de cenx qui sont entièreioeiiC 
négatifs, on les écrit ainsi : 

3^531754; 

en sorte que —1,467246 et a,532754 ont exactement la même va- 
leur. 

862. Oo peut obtenir immédiatement le logarithme d'une frac- 
tion décimale sous la dernière forme que nous venons de lui 
donner. 

Pour celà^ on suppnmera la virgule, et après avoir cherché 
la partie décimale du logarithme du nombre entier qui résul- 
tera de cette suppression , on lui donnera une caractéristique 
négative d'autant d'unités plus une qu'il se trouvera de zéros 
entre la virgule de la fraction décimale proposée et le premier 
chiffre décimal significatif 

Soit F une fraction décimale composée de m chiffres décimaux » 
et soit 71 le nombre de zéros qui se trouvent entre la virgule déci- 
male et le premier chiffre significatif. 

Le nombre entier N que Ton obtiendra en supprimant la vir- 
gule sera évidemment composé de (m — n) chiffres, en sorte que 
la caractéristique de son logarithme sera de (/72 — /i — i) unités 
(n* 538). 

Cela posé, d'après ce qui a été dit (n^ 560), 
on a log.F = — (m — log.N), 

et si on représente par o,/*la partie décimale du logarithme deN » 
on aura 

log. N =w — «— i-j-o,/; 

donc log. Fera [m (/7l — n — 1+^^^)]> 

ou (n» 113) 

^ log.F = — {m — /n + /i+i — o,J) 
= — U + 1-0,/) 
==— (/i + i)+o,y. 
En opérait comme il vient d*être dit , on trouvera 
log. t),34i aE= 1,53^754, 



\ 
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log* o,o34i =*= 2,5327^4 » 

log. 0,00841 =r 3,532754, 

et ainsi des autres. 

563. Fhoblème 8. Étant donné un logarithme positif dont 
la partie décimale se trouve dans la table , et dont la caracté^ 
ris tique est plus grande que 3/ trouver le nombre correspon- 
dante 

On cherchera la partie décimale du logarithme proposé dans la 
partie de la table qui comprend les nombres de 4 chiffres , et on 
écrira à droite du nombre correspondant de la colonne N qui se 
trouvera à gauche, un nombre suffisant de zéros pour qu*il y ait^ 
en tout y autant de chiffres plus un qu'il y avait d*unités à la ca* 
ractéristique du logarithme donné. On aura ainsi le nombre auquel 
appartient ce logarithme. 

Exemple. 

On demande le nombre auquel appartient te logarithme 
7,56o385. 

Le nombre de 4 chiffres écrit dans la colonne N à côté de 
o,56o385 est 3634. Mettant 4 zéros à sa droite, on aura 3634oooo 
pour le nombre demandé. 

Car le nombre 3634 trouvé dans la table a pour logarithme 
3,56o385 (n<^ 558): Mais le logarithme proposé a 4 unités de plus 
à sa caractéristique, donc (n^ S45) le nombre auquel il appartient 
sera égal à 3634 X ioooo,oa à 3634oooo. 

564. PaOBLÈMB 9. Etant donné un logarithme positif 
dont la partie décimale ne se trouve pas dans la table, et dont 
la caractéristique n excède pas 4 unités ; trouver le nombre 
correspondant. 

On cherchera , dans la partie de la table qui comprend les 
nombres de 4 chiffres , et dans les colonnes de logarithmes, la 
quantité qui approche leplus» en moins, de la partie décimale du 
logarithme donné, et on prendra le nombre correspondant. On ve- 
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tranchera la fraction décimale trouvée dan9 la table de celle da 
logarithme proposé , et on cherchera la différence de ces deoz 
quantités dans la colonne des parties proportionnelles; si elle s'y 
trouve exaclement , on écrira à droiie da nombre de 4 chiffres 
qo*on aora trouvé dans la colonne N le chiffre i, on a , on 3, ete. , 
selon que la différence dont il s'agit sera la première , la seconde, 
la troisième, etc., des parties proportionnelles. On aura ainsi uo 
nombre de 5 chiffres , sur la droite dnquel on séparera par one 
virgule un nombre de chiffres suffisant |>onr que la partie à gauche 
de la virgule contienne autant de chiffres plus on qu'il y avait 
d'onités à la caractéristique du logarithme donné. 

Si la différence entre le logarithme donné et celui des loga* 
rit!) mes de la table qui en ap])roclie le pins, en moins, ne se trouve 
pas dans la colonne des parties proporiionnelles, on s'arrêtera à 
celle de ces parties qui approchera le plus de celte différence , et 
on achèvera comme ci-dessus. 

ElEMPLE I. 

On demande le nombre auquel appartient le logarithme 
2,835545. 

Cherchant la partie dciimale o,835545 dans la partie de la 
table qui contient les nombres de 4 chiffres , on trouvera que celle 
qui en approche le plus, en moins, est o,8355oo, et que le nombre 
correspondant est 6847* La différence entie o,8355oo et la partie 
décimale 0,835545 du logaiilhme donné est o,oooo45 qui te 
trouve être précisément la sepiicme des f>arti^ proporlioanelles 
qui sont en regard des no bres de 4 chiffres contenant tous 684 
dixaines. On écrira donc lèthîffrc 7 à droite du nombre 6847 » ce 
qui donnera 68477. Mais comme il n'y a qne a imites à la carac- 
téristique do logarithme donné, le nomfire correspondant ne devra 
pas contenir d'unités d un ordre supérieur aux centaines (n<» S38); 
il faudra donc séparer les 2 chiffres de droite du nombre 68477 » 
et on aura ainsi 684)77 pour le nombre demandé. 

ËXUCPLB a. 

On demande le nombre auquel appartient le logarithme 
3,779'95. 



1 
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ClMrchaiit la partie décioMla 0,779195 dans la partie de la 
table qui comprend kt nombres de 4 chiffret, on trouvera qne celle 
«lui en approche le plot, en moins, est o,779i63,et qnele nombre 
correspondant à €e)le*ci est 6014. La différence entre 0,779168 et 
0,779195 est o,oooo3i , et odle des parties proporttonnelles cor- 
respondantes qui approche le plos de cette différence est 0,0000^ 9 
qui occupe la 4"^ place. On écrira donc le chiffre 4 à droite d« 
iK>«ibre 601 4i ce qtii donnera 601 44» et comme il y a 3 unités à la 
caraot^istiqtie do logarithme donné , on séparera lechtffrede 
droite, et on aura 601494 poor le nombre demandé» 

Les opérations qne nous venons de faire ici sont évidemment les 
inverses de celles des n®* 554 et 555, et le chiffre que nous venons 
de couver dans les deux exemples <i-dessus, à Taide de la table éei 
parties proportionnelles, nVst autre chose que le 3"^^ terme de la 
proportion qui a été employée (n^ 554). Or il a été démcmtré 
(n<* 553) que cette proportion est d'autant moins inexacte que let 
nombres sur lesquels on opère sont plus grands; c*est pourquoi 
nous avons prescrit de faire l'opération dans la partie de la (able qui 
comprend les nombres de 4 chiffres. 

N.-B. En employant le procédé que nous venons de suivre, on 
obtient le nombre demandé à moins d'une unité de Tordre indiqué 
parle dernier chiffre séparé sur la droite du nombre de 5 chiffres 
qui a été trouvé; ainsi , dans l'exemple i, on a obtenu le nombre 
demandé à moins d*un centième près, et dans Texemple a , il a été 
trouvé à moins d'un dixième. 

Si le logarithme avait eu 4 de cars^ristique, il n'y aurait pas 
eu de chiffre à séparer sur la droMè du nombre de 5 chiffres 
trouvé par l'opération ci-dessus; dans ce cas, on aurait eu le 
nombre demandé à moins d'une unité. 

565. Paoblèmb io* Étant donné un logarithme positif dont 
la caractéristique est plus grande que 4 unités, et dont la 
partie décimale ne se trouve pas dans la table; trouver le 
nombre correspondant. 

On cherchera , dans la partie de la table qui contient les nom- 
ToME IL a a 
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bret de 4 chiffres, k partie décinule qui «pproche le pi os, en 
moins, de celle da logarithme donné , et on prendra le novilMne 
correspondant. On cherchera la différence entre le logarithme de 
la table auquel on s'est arrêté et le suivant; on prendra auaai Iji 
différence entre le logarithme auquel on s'est arrêté et le loga* 
rithme proposé, puis on fera cette proportion: la première €iiffi^ 
renée est à Ai seconde comme Vunité est è «n 4** terme. Ce 4™* 
terme sera évidemment une fraction ordinaire que l'on joindra aa 
nombre de 4 chiffres trouvé dans la table. On écrira à la droite 
de ce nombre et à la droite du numérateur de la fraction un nom- 
bre de séros suffisant pour que le nombre entier qui en résultera aie 
autant déchiffres plus un qu'il y avait d'unités à la caractéristiqoe 
du logarithme proposé, on ei traira les entiers contenus dans l'ex* 
pression fractionnaire, et on les ajoutera au nombre entier dont 
BOBS venons de parler, ce qui donnera enfin le nombre demandé* 

Exemple. 

On demande le nontbre auquel tqfpartient le logarithme 
7,8ii8a6. 

La partie décimale de la table qui approche le plus de o 8i i8a6 
est o,8i 1776 , et le nombre correspondant est 6483. La différence 
entre la partie décimale 0,811776 et la suivante 0,81 1843 est 
0,000067, et la différence entre 0,811776 et la parité décimale 
0,81 1836 du logarithme proposé est o,oooo5o. 

Cherchant le quatrième terme de la proportion 

0,000067 : o,oooo5o :: i : «, 

5o 
on trouvera x s= . 

67 

Ajoutant cette fraction au nombre de quatre chiffres 6488 

5o 
trouvé dans la table , on aura 6483 • 

67 

Le logarithme donné ayant 7 unités de caractéristique, le 

nombre correspondant doit (n^ 543 , récip,) être égal au prodoit 

5o 
de loooo par le nombre 6488 — - qui correspond au logarithme 

67 
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Sooooo 

S^x x8a6; en sorte que ce nombre sera 64880000 , ou 

67 

46 46 

64337462 , ou 64887462,69, en convertissant en déci- 

67 67 

amples , et en se bornant aux centièmes. 

tS66. PftOBLÈiiB II. Trouver ta fraction décimale à laquelle 
^ttf>j>artient un logarithme entièrement négatif. 

On retranchera la valeur absolue de ce logarithme d'autant 
dHinîtés plus 4 qu'il en aura à sa caractéristique, on cherchera le 
aaombre de quatre chiffres correspondant au reste, en seconfor- 
VMint à ee q«i a été dit (n® S45, 2.^, ou n® 564 ), et on séparera 
sur la droite de ce nombre autant de chiffres qu'il y avait d'unités 
dans celui duquel on aura retranché la valeur absolue du loga- 
rithme donné. 

£XEMP1.B« 

On demande ta fraction décimale à laquelle appartient le loga* 
rithme — i, 209368. 

Retranchant la valeur absolue de ce logarithme de 5 unités, on 
anra pour reste 8,790687 qui correspond à 6175. Séparant 5 
chiffres sur la droite de ee nombre , on aura 0,06175 pour le 
nombre demandé. 

En effet , retrancher de 5 unités la valeur absolue du loga- 
rithme — 1 ,209868, c'est ajouter ce logarithme à 5 unités (n^ iil, 
rem, ) , ou ce qui revient au même ^ c'est ajouter 5 unités à ce loga- 
rithme. Donc(n^ 543, récip.) le nombre 6175 qui correspond 
à 8)790687 est égal au nombre cherché multiplié par looooo, 
donc il faut le diviser par 1 00000 , ce qui se fera (n^ 72 , rem, 2 ) 
en séparant 5 chiffres sur sa droite. 

567. Problème 12. Trouver la fraction décimale à la^ 
quelle appartient un logarithme dont la caractéristique seule 
est négati{;e. 

On augmentera la caractéristique d'autant d'unités positives 
plus 8 qu'elle coiitient d'unités négatives, on cherchera le nombr» 
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de 4 chiffres correspondant , en se conformant & ce qoi a été dît 
( no 54S , 9.^ ou n^ 364), et on séparera sur la droite de ce nombre 
autant de chiffres qu'on aura ajouté d'unités à la caractéristique da 
logarithme proposé. 

EZEMPI.B. 

On demande lajritction décimale à laquelle appartient le lagtt^ 
rithme a, 71 8834* 

Ajoutant 5 unités à ce logarithme , on aura 3,7 1 8834 ; cherchant 
le nombre correspondant, on trouvera 5a34, et séparant 5 chiffres 
sur sa droite, on aora o,o5a34 pour le nombre demandé. 

Car le logarithme 3,7x8834 ayant 5 unités de phis à sa carac- 
téristique que le logarithme 2,71 8834 % le nombre trouvé 5a34 est 
égal an nombre cherché multiplié par 1 00000 (n® 545 , récîp.) ; 
donc pour obtenir le nombre demandé, il faudra diviser 5234 
par X 00000, ce qui donnera o,o5a34. 



DES COMPLÉMENTS ARITHMÉTIQUES 



568. Le complément arithmétique d*un nombre est le reste que 
Ton obtient en retranchant ce nombre de l'unité suivie d'autant de 
Eéros qu'il contient de chiffres dans sa partie entière. Ainsi, le 
complément arithmétique de 7 est 3, celui de 36 est 64) celui de 
98436 est 15,64) celui de o,oi3 est 0,977, et ainsi des autres. 

En général, le complément arithmétique d'un nombre 6 dont 
la partie entière se compose de m chiffres est to*" — b- 

L'opération à faire pour obtenir le complément arithmétique 
d'un nombre se réduit évidemment à retrancher le premier chiffre 
de droite de 10, et tons les autres de 9. 
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Si le nombHs dont on cherche le complétoient •arithmétique eàt 
on entier suivi de zéros» on conserve tous ces zéros, on retranche 
de zo le premier chiffre significatif qui se trouve k gauche des 
xérds, et tous les antres chiffres de 9 . 

569. Les compléments arithmétiques servent à changer 
ies soustractions en additions. 

Pour cela, au nombre duquel on doit retrancher on ajoute 
Ib complément arithmétique du nombre à soustraire, et on di" 
minue la somme d'une unité de Cordre de celle sur laquelle 
on a pris le complément arithmétique. 

Soit b un nombre , qui contient m chiffres dans sa partie en* 
tière, à retrancher de a. 

Si au nombre a on ajoute le complément arithmétique de d, on 
aura (n^ 568) 

a-l-io*" — b; 
retranchant lo*", il viendra a — b. 

Exemple. 

De 47689 on veut retrancher 563. 

Opération. 

47689 
Car. 563 437 

Somme 48126 

Somme — 1 000 47136 reste de la soustraction, 

570. Lorsque de la somme de plusieurs nombres on doit 
retrancher la somme de plusieurs autres nombres, on petit 
obtenir le résultat par une seule addition. 

Pour cela> on ajoute tous le^ nombres qui doivent former 
la première somme et les compléments arithmétiques des 
nombres qui doivent former la seconde , puis, pour chaque 
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complément arithmétique qui a été ajouté, on diminue la 
somme trouvée d'une unité du même ordre que celle sur fa^ 
quelle on a pris ce complément. 

Exemple. 

De la somme des nombres 679326, 4563^ et 5o438, on veut 
retrancher la somme des nombres 48567 er 4563. 

Opération. 

679326 

45632 

5o438 

C. ar, 48667 51433 

C, ar, 4563 5437 

Somme 832266 

Somme diminuée de 100000 
et de loooo * . . 722266 différence démandée. 

Les compléments arithmétiques s'emploient principalement dans 
les opérations que l'on fait par le mo]ren des logarithmes. Oa 
peut, à l'aide des compléments arithmétiques, éviter entièrement 
l'emploi des logarithmes négatifs, comme nous le verrons bientôt. 

571. Comme il est rare que les logarithmes employée dans 
les calculs ordinaires aient une caractéristique plus grande que 9, 
le complément arithmétique d'un logarithme est, presque toujours, 
le reste que l'on obtient en retranchant ce logarithme de 10 unités 
(n^ 568) ; donc quand on ajoutera le complément arithmétique 
d'un logarithme qui devra élre retranché d'un autre, ou de la 
somme de plusieurs autres, le résultat trouvé sera trop fort d'une 

disaine (n^ 569). Si an Heu de retrancher 2, 3, logarithmes 

d'un autre, on de la somme de plusieurs autres, on ajoute aux der- 
niers logarithmes les compléments arithmétiques des premiers, le 
résultat contiendra 2, 3, dizaines de trop. C'est donc ordl- 
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nairement sur les dixaînes de la caractéristique du logarithme 
final que porte la rectification à faire. 

Exemple. 

O/a demande le quotient que Von obtiendrait en divisant lepro- 
duit des nombres 3456, l^^^^ et 6488 par celui des nombFesS'^S^ 
i53:i et 3744. 

Opération, 

log. 3456 3,538574 

log. 4596 3,66a38o 

log. 5488 3,739414 

Car. log. 576 7,239577 

C. ar.log. i53a 6,8i474i 

C. ar.logé 2744 6,56i6i6 

Somme — 3o i ,5563oa log. quoi, demandé. 

Quotient demandé =» 36 • 

Remarque. S'il arrivait qu'un des logarithmes à retrancher 
fût une caractéristique plus grande que 9 , on retrancherait ce 
logarithme de ao, de 3o , etc. ; on ajouterait ce complément arith-* 
métiqne comme tous les autres, et, pour celui-là « il y aurait & 
retrancher a , 3 , etc. dîxaines de la caractéristique du logarithme 
final. 

Ou bien encore «on prendrait le complément aritliméttque de 
ce logarithme sur 100, et on diminuerait le résultat d'une centaine 
indépendamment des dixaines qn*il y aurait à retrancher pour les 
antres compléments arithmétiques. 

572. Au moyen des compléments arithmétiques on peut 
éviter l'emploi des logarithmes négatifs , qui^ comme on sait, 
appartiennent à des fractions ordinaires , ou à des fractions 
décimales. 

Une fraction ordinaire indiquant toujours le quotient de la di« 
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TÛion du noniértteiir par le dénominateor^, poor obteoir soa 
logarithme, il faudrait (o* 547) retrancher le logarithme da dé« 
nominateor de celoi da namérateor, et comme cette soustraction 
est impossible, on l'effectue en sens contraire, et on fait précéder 
le reste du signe — ( n® 109 ). Bfab , d'après ce qui a été dit 
(n^ 569), on voit que si on ajoutait le complément arithmé- 
tique du logarithme du dénominateur au logarithme du nu^ 
mérateur, sans rien changer à la caractéristique du résultat, 
on obtiendrait , sous une forme positive , le logarithme de (a 
fraction proposée > a\^c une caractéristique trop forte de 
lo unités» 

Pareillement, pour une fraction décimale composée de m chiffres 
décimaux , que Ton peut toujours mettre sous la forme d'une frac- 
lion ordinaire (n® 255) , si on ajoute le logarithme du nombre 
entier composé des mêmes chiffres que la fraction décimale 
au complément arithmétique du nombre m (*) qui exprime 
combien il y a de chiffres décimaux dans la fraction proposée, 
on aura le logarithme de cette fraction , sous une forme 
positii^e^ avec une caractéristique trop forte de lo unités. 

Cela posé , supposons que Ion veuille déterminer le résultat de 



Topération indiquée par 



\y^' 



Au logarithme de a on ajoutera le complément arithmétique du 
garithme de & , et on aura ainsi le loj 
caractéristique trop forte de lo unités. 



a 

logarithme de & , et on aura ainsi le logarithme de , avec une 

b 



(^] Le dénominateur de la fraction ordinaire qni remplace la fraction 
décimale de m chiffres décimaux est l'unité suivie de m zéros, dont le loga- 
rithme est m. 



Multipliant ce logarithme par n, on aura (n** 548) celui de 
avec une caractéristique trop forte de lo ii unités. 



<t)" 



Pour 



obtenir le logarilhme de \y/ ( — - j ^ il faudrait di- 

/ a \' 
Tiser le logarithme de i j par i« (u** 549); mais k l<^a« 

(a \' 
1 avec 10 71 unités 

de trop , donc en le divisant par m , on aurait lé logarithme de 
1 y/ f 1 avec anités de trop à la caractéristique. 

ion 

Si le nombre est entier , on cherchera le nombre corres^^ 

m 

ton 

pondant au logarilhme trouvé (n^* 565), on séparera chiffres 

m 

sur sa droite , et on aura ainsi le résultat demandé exprimé en dé- 
cimales. 

lO/l 

Si on s'aperçoit que n'est pas un nombreentier, on rctran- 

m 

/ ay 

chera du logarithme del J trop fort de lo n unités, 

lui ajoutera ce qu'il faudra pour que le nombre d'unités qu'il 
contiendra de trop soit un multiple de m. On divisera ce nouveau 
logarithme par m^ on cherchera le nombre correspondant au quo- 
tient, et on séparera sur sa droite autant de chiffres qu'il y aura 
d'unités dans le nombre qui exprime combien de fois m est con- 
tenu dans le multiple de m dont il vient d être parlé. 

EXEMPLE 



OU on 



\/a ■ 



On demande la valeur de 

Tome II. ^3 
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Opération, 

Log» 167 a,i»aa7i7 

C. ar. log. 2o5 7,688246 

Somme 9,910968 log. |-io. 

ao5 
MuliipUani par 5 

Produit 49,554815 log. ( — j -f 5o 

VîfcoS/ 
^Joutant ao, 

(j67\* 
) +70. 
2o5y 
Divisant par. .,•.., 7 



5 
J +10. 



Quotient 9,936402 log. \y^ (—) 

Nombre correspondant, . . . 8637780000 (n* 56S) 

Nombre demandé 0,8637780000 (n* 543, récip,) 

ou 0,863778 

/167X» 

Apres avoir obtenu le logarithme de f j , avec 5o unités 

\2o5y 

de trop à la caractéristique, on aurait pu opérer de la manière 
suivante : 



/i67\» 

Log. ( j 4-50... 49,554815 

\2o5y 



^i67> 
Retranchant 43 

J -f 7 

ao5/ 

Divisant par 7 

Quçtient 0,986402 log. \j< f } + »• 
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N'ambré correspondant.. 8,6378 (n® 564) 

Tfarnbre demandé, 0,86878 (n* 543, récip,}. 

Cet exemple safât pour faire voir comment on peat, dam les 
calculs, éviter Temploi des logarithmes négatifs. 

r^ous terminerons cette théorie des logarithmes par Texposé de 
quelques principes qui nous mettront à même de déterminer le 
cLeg^ d'exactitude avec lequel on peut obtenir le nombre corres- 
pondant à un logarithme donné. 



DES ERREURS DES TABLES. 



573. La différence des logarithmes de deux nombres qui 

M8 se suii;ent.pas immédiatem,ent dans les tables est égale à la 

somme des différences des logarithmes de tant de nombres que 

l'on voudra, intermédiaires entre les deux dont il s'agit , et 

rangés entr'eux par ordre de.grandeur. 

I 
Soient les nombres 6, 7, 8 — , 9 et m. 

Si on prend la différence entre le logarithme de chacun de cet 
nombres et le logarithme du nombre suivant , toutes ces diffé- 
rences formeront le tableau suivant : 

log. 7 — logr 6, 
iog. fs —J — log. 7 I 

log. 9 — log. ^8 ^yJ > 

log. la — log. 9. 
Si on ajoute toutes ces différences , la somme log 7 — log. 6 
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+ log. fs — J — log, 7 + log, 9 — lojg:- ^8 —J + log.ia 

— log. 9 se réduira évidemment à log. i^ — log. 6, c'est-à-dire, à 
)a différence entre les logarithmes des deux nombres 6 et la qui 
ne se suivent pas immédiatement dans la table. 

574. Parmi tes nombres de plus d*un chiffre , qui sont 
composés d'un même nombre de chiffres, il s* en trouvera tou- 
jours de consécutifs dont les logarithmes auront une diffé- 
rence plus petite qu'une demi-unité décimale de l'ordre in- 
diqué par le nombre des chiffres des nombres proposés. 

L'inspection de la tablé fait voir que le logarithme de 94 9 pT 

I 
exemple, qui est i ,97^128, ne diffère pas de o,oo5 ou de — cen - 

tième de 1,977734 qui est le logarithme de 96; ainsi le principe 

est vrai pour les nombres de 2 chiffres. 

Mais la partie décimale d'un logarithme ne change pas quand 

on multiplie le nombre ^correspondant par 10, 100, 1000, etc. 

(n* 545) ; donc les logarithmes de 940 et de 950 ne différeront pas 

de o,oo5.Doiic(n'* S?3) la somme des 10 différences des logarithmes 

des nombres consécutifs de 940 à 960 sera plus petite que o^ooS , 

et puisque ces différences sont inégales (n* 552) , il y en aura né- 

o,oo5 

cessairejsent qui seront moindres que , ou que o,ooo5, on 

*o 

* . ., 
que — millième. Donc le principe est encore vrai pour les nom- 

a 
bres de 3 chiffres, et on démontrera de la même manière qu il est 
^rai pour les nombres de 4, 5, 6^ etc. ^ chiffres. 

575. La différence entre deux logarithmes consécutifs , 
correspondant à des nombres composés d'un même nombre de 
chiffres, est toujours moindre que 5 unités décimales de 
l'ordre indiqué par le nombre de chiffres que contiennent 
les nombres dwt il s'iàçit. 



\ 
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£i] effet, on yimki de voir (n*' 574] que parmi les logarithmes de» 
vonsbres de deux chiffres, il s*en trouve de consécutifs dont la dif-» 
f4reace est moindre que o,ooS ; et il a été démontré (n° $52) que 
tst différence entre deux logarithmes consécutifs €^l d*autantp]ua 
p«lite q«e le$ nombres correspondants sont plus grands. Donc 
pour tous les nombres de 3 chiffres, la différence entre deux logar 

ritlimes consécutifs sera moindie que o^oo5. 

On démontrerait de la même manie^re que pour tous les nom- 

l>rçs de 4 chiffres, la différence de fiem logarithmes cooséontifa ^ 

sera moindre que o,ooo5, et ainsi ^t suite. 

576. En se servant d'une table à 6 décimales, on ne 
pourra pas être certain doUtenir, à moins d'une unité, te 
i^ombre correspondant à un/ logarithme donné, lorsque ce lo^ 
garithme sera plus grand cjae 5,6oao6o. Si le logarithme pro^ 
posé n'excède pas 5,6oaoflo^ on aura toujours le nombre cor» 
respondant à moins durm unité près. 

i^. Si le logarithme donné est plus grand que 5,6oao6o, le 
nombre cherché aura aiymoiDs6 chiffres (n^ 538). 

Or, parmi les nombres de 6 chiffres, il y en a de consécutifs 
dont les logarithmes na*diffèrent pas de o,oooooo5 (n**^ 574); donc 
si la table était pro]oni;ée de manière à contenir ces nombres, les 
logarithmes correspondants n'auraient aucune différence dans la 
table. Donc si le logarithme donné était un de eeuz*là,o& Bt 
aanrait lequel des ncnnbres correspondants il faudrait prendre. 
Mais lopération du tP 565 conduit au^résultat que Ton obtiendrait 
^ si la table contenait Jies nombres de 6 chiffres et leurs logarithmes, 
donc lorsque le ncJpohre correspondant à un logarithme donné 
devra être composé/de 6 chiffres, on ce qui revient an miême, lors» 
que ce logarithme aura au moins 5 unités de caractéristique, on 
n'aura pas toujours le nombre demandé à moins d'une unité» 

a^. La différence entre &,6o!»o6o, qui est le logaritkme de 
4O0O0O, et 5,60^069 qui, dans le prolong^aent de la (abk à 6 
décimales, serai^ le logarithme de 399999, est 0,000001 ; donc 
(u^ 552} la différence entre deux logarithme» cims^utifs qa^- 
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conques qui précéderaient le logarithme 5,6oao6o servît plos 
grtnde que 0,000001, on elle serait au moins égale à 0,000001, et 
par conséquent, il ne pourrait j avoir d'incertitude sor le nombre 
qu'il faudrait prendre. Donc par Topératios du n® 565/ on obtien- 
dra toujourr, à moins d'une unité près, le nombre c^rretpcndant 
à un logarithme qui n'eicèdera pas5,6o2o6o. / 

Bemabqub. Quand on se sert d'une table à 5 décimales, leloga* 
rithme qui ûxe la limite au-dessous de laquelle on est certain d'ob« 
tenir le nombre cherché k moins d'une unité pnes , est 4,60206; si 
on se servait d'une table à 7 décimales^ ce logarithme serait 
6,6oao6oo. En général , si m représente le /nombre de chiffres 
de la partie décimale des logarithmes d'une table, la carac^ 
téris tique du logarithme dont il s'agit iùi sera m — i , et sa 
partie décimale sera toujours le doub^ du logarithme de ^, 
pris dans cette table. I 

Ce logarithme se nomme le logarithme limite de la table dont 
on fait usage. / 

577. Il résulte du principe précédent que si la caractérisa' 
tique d'un logarithme est plus arande que 5 unités , que 6, 
que 7 s etc. , il pourra y avoir djè l'erreur sur les dixaines , les 
centaines, les mille, etc., du nombre correspondant, lorsqu'on 
se sentira d'une table à $ décimales. 

On obtiendra la limite dp l'erreur au moyen du nombre 
correspondant à la différente entre le logarithme donné et le 
logarithme limite de la tabjte. 

Soit proposé de trouver^ le nombre qui correspond an loga- 
rithme 9,576897. 

La différence entre ca logarithme et le logarithme limite est 
3,974337 , qui est le logarithme d'un nombre évidemment plus 
petit que 10000; d'oii On peut conclure qu'il n'y aura pas d'erreur 
sur les dizaines de rai/)e du nombre cherché. 

En effet, les deux logarithmes 5,6oao6o et 3,974887 formant 
ensemble le Iogarit)ime du nombre demandé, ce nombre sera 
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(nO ft5i) U produit du oomblre correspondant à 5,6o2o6o, mul- 
tiplié par celui qui correspond à 3^74B37, c'est-à-dire, par un 
nombre plus petit que loooo. Or Terreur du nombre qui corres- 
pond à 5,6oao6o est plus petite que i,donc Terreur sur le nombre 
cherché sera moindre que i multiplié par un nombre plus petit 
que loooo , donc cette erteur sera moindre que loooo ; et comme 
le nombre demandé doit avoir lo chiffres (n^ 538), on pourra 
compter sur les 6 premiers chiffres de gauche au moins. 

578. Nous avons donné (n^ 564) le moyfn de trouver le 
nombre correspondant è un logarithme don( la caractéristique 
n*excède pas 4 unités, et dont la partie décimale ne se trouve pas 
exactement dans les tables. Par le procédé que nous avons indiqué, 
on obtient toujours un nombre de 5 chiffra ; en sorle que , si le 
logarithme donné se trouve avoir une caractéristique moindre que 
4 unités I quelques uns des chiffres du ncymbre correspondant re- 
présenteront des décimales » et alors on l^l^a le nombre cherché à 
xBoins de o,i , de o,oi , etc.» selon qu il faudra séparer sur la droite 
du nombre trouvé i , 21 , etc. chiffres. l)ans le cas que nous rappe- 
lons ici » on pourra se procurer quçtques chiffres décimaux de 
plus , en opérant comble au n*^ 565 9 pt Texactitude du premier de 
ces nouveaux chiffres ne sauçait être douteuse (n^ 576) lorsque la 
partie décimale du logarithme donné sera moindre que 0.602060. 

II est bon de savoir reconnaître la possibilité d'obtenir à un 
certain degré d'approximation le nombre correspondant à un loga- 
rithme donné 9 en se servant d'une table quelconque. 

Pour cela, on ajoutera le logarithme donné au loifu ri ihme 
du dénominaleur de la fraction qui indique le degré d'appro- 
ximation , et si la somme n'excède pas le logarithme limite 
de la table dont on doit se servir , on sera certain d'obtenir 
le degré d'approximation demandé. Si la somme surpasse le 
logarithme limite s on ne sera pas certain d'obtenir ce degré 
d'approximation i et, dans ce cas, on trouvera la limite de 
l'erreur du nombre cherché, au moyen du nombre qui corres- 
pond à la différence entre le logarithme limite et la somme 
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des deux logarithmes qui auront été ajoutés , comme on va le 
voir dans l'exemple suis^ant. 

Soit proposé de reconnaître si , an moyen de la table à 6 âéci^ 
maies , on peut obtenir le nombre qui correspond au logarithme 
3,435674, à moins de 0,001 près. 

Ajoutant ce logarithme à celui de 1000, qui est 3 , on trouve 
5,435674 , logarithme plus petit que 5,6o3o6o; donc (n* •''T6) le 
nombre de 6 chiffres 272693 qui répond à 5^435674 est approché 
à moins d'une unité , donc le nombre 372,693 qui ( n® 545, r^c//?.) 
correspond à 2,435674 sera approché à moins de 0,001 • 

Voyons maintenant si on pent obtenir ce même nombre k moins 
de 0,00001 près, et, dans le cas où cela serait impossible , déter- 
minons la limite de Terreur dont il pourra être affecté. 

Ajoutant le logarithme de^tooooo, qui est 5, au logarithme 
donné 2,435674» 00 aura 7,435674 qni surpasse le logarithme 
limite 5,6o2o6o de i,8336i4; d*où on peut conclure qu'on n'etc 
pas certain d'obtenir le nombre demandé à moins de 0,00001 près, 
mais que l'erreur sera moindre que la cent millième partie du 
nombre 68,173 qui correspond an logarithme i.8336i4- 

En effet 9 le nombre qui correspond atl logarithme 7,435674 
est le produit du nombre qui correspond au logarithme limite, 
multiplié par le nombre 68,173 qui correspond an logarithme 
x,8336i4 («• 551). Or, Terreur du nombre qui correspond à 
5,602060 est plus petite que i , donc Terreur du nombre corres- 
pondant au logarithme 7,435674 sera moindre que 1 multiplié par 
68,173^ ou que 68,173, et à fortion, que 69 unités. Mais le 
nombre correspondant au logarithme proposé 2,435674 doit être 
1 00000 fois plus petit que celui qui correspond à 7,435674 (n*545, 
récip,)\ donc Terreur de ce dernier nombre étant moindre que 69 
unités^ Terreur de l'autre sera moindre que 0,00069. 



k 



iQVATions. ISS 



LIVRE DOUZIÈME. 

Equations et problèmes du 1" degré. 
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579. Deux quantités composées d*un nombre qutleoaque de 
termes sont égales, ou forment ce qu'on appelle une ëigalité (n® 28), 
lorsqu*en effectuant sur chacune d'elles toutes les opérations indi- 
quées à Faide des signes algébriques , on obtient deux résultats 
égaux. Ainsi 

2Xi5 

est une égalité, puisque chacune des quantités s^aréespar le signe 
d*égalité se réduit à lo. 

Dans les questions que Ton résout par le secours de Talgèbre, 
on est souvent conduit à indiquer Tcgalité de certaines combinai- 
sons de quantités, parmi lesquelles il s'en troure quel ques-ti nés 
dont on ne connatt pas la valeur. Par exemple , si on proposait 
ectie question : 

Tome H. «4 
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Trouver un nombre entier positif tel que si à son double on 
€QOute 5 unités, la somme soit 17* 

En représentant ce nombre par ^,800 double serait 24? ; ajou- 
tant 5 unités a ce double, on aurait %x -{- 5, et comne cettesomme 
doit égaler 17, on aurait alors 

ax + 5 = 17, 
pour la traduction algébrique du problème proposé. 

Cette égalité n*est pas, comme la précédente, une égalité réelle- 
ment existante, indépendamment de toute condition particulière, 
ou d'une manière absolue ; elle ne peut exister qu'à la condition 
que jc aura une certaine valeur, qui, mise en sa place, et soumise 
aux opérations indiquées, rendra le premier membre égal au se« 
cond. Cette condition est de rigueur, car si on demandait, par 
exeinple, que le double du nombre entier positif cherché ajouté à 
5 unités donnât pour somme 5, on demanderait une chose évidem* 
ment impossible, et par conséquent Tégalité 3;r ^ 3 == 5 ne sau- 
rait exister, dans Thypothèse que x est un nombre entier positif. 

La nouvelle sorte dVgalité que nous venons de considérer est ce 
qu'on appelle une équation. 

Ainsi, une équation est, à bien dire, une égalité à satisfaire. 

Une équation est identique, lorsque ses deux membres sont 
exprimés de la même manière ; dans ce cas, on la nomme aussi une 
identité ; ainsi 

3a? — 7 = 3;r — 7 
est une identité, ou une équation identiejue* 

580. Une équation qui contient un nombre quelconque d'in- 
connues est dite du premier degré^ lorsque toutes les inconnues 
sont au premier degré, ou ne sont pas multipliées entr elles. Ainsi 
Zx — a = 4 est une équation du premier degré à une seule in- 
connue; 5j: +3^ = 14 — a: est une équation du premier degré à 
deux inconnues. 

Une équation est dite du second degté lorsqu'elle contient la 
seconde pvîssance de l'une des inconnues oii de plusieurs, dans des 
termes différents , ou que deux des inconnues sont multipliées 
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entr*el]es : ainsi x* = a5, ax -}- 3^ = .rj — i, .r* + 2^j +7* 
=? 64 sont des équations du second degré. 

En général, le degré d'une équation se détermine par la somme 
des exposants de toutes les inconnues que contient un même terme, 
prise dans le terme pour lequel cette somme est la plus forte. 

Ce que nous tenons dédire suppose que Féquation ne renferme 
pas de fractions dont le dénominateur soit fonction de Tune des 
inconnues; si cela arrivait ainsi ^ il faudrait , pour s'assurer du 
degré de Téquation, faire disparaitre ce dénominateur. Nous ver* 
roos bientôt comment on y parvient. 

Cela suppose encore qu'aucune dr s inconnues n*est affectée d'un 
exposant négatif; s'ît s'en trouvait quelqu'une dans ce cas, il fau- 
drait mettre en dénominateur chacune des puissances négatives 
(n<* 135, rem.\ et faire disparaitre les dénominateurs. 

581. Une équation d'un degré quelconque est dite numérique^ 
lorsque les inconnues seulement sont représentées par des letttes; 
ainsi, 3x — a =: 20, ^x +j- = 9 sont des équations numériques. 

Lorsque toutes les quantités qui entrent d'une manière quel- 
conque dans une équation sont représentées par des lettres, l'équa- 
tion est dite littérale : ax -\- b=:c — c?, ax^ + bxy -|- cjr^ = d 
•ont des équations littérales. 

Une équation d'un degré quelconque m est dite complète, lors- 
qu'elle contient un terme tout connu et toutes les puissances de 
chacune des inconnues depuis la première jusqu'à la /w""®, ainsi que 
tous les produits que Ton peut former en multipliant entr'elles 
toutes ces puissances, de manière que, dans un terme quelconque, 
la somme des exposants des inconnues ne puisse jamais surpasser m , 

582. On peut toujours supprimer un terme quelconque 
d'une équation dans le membre ou il se trou\^e , pourvu qu'on 
Céerive dans l'autre membre avec un si^ne contraire. 

»Soit l'équation ao: — a=b — x. 

Si on supprime — x dans le second membre , on augmente ce 
membre de la quantité x , puisque l'on ne fait pas la soustraction 
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indiquée par d — - x ; donc si on ajoute an premier membre la 
même quantité d?, on aura augmenté également les dedz membres 
de Téquation , donc ils n*auront pas cessé d*étre éganx , et on aura 
par conséquent 

2 X — fl + a? = 6 . 

Si on supprime encore le terme 6 dans le second membre , on 
diminue ce membre de la quantité i; donc si on retranche du 
premier membre la même quantité b , ce qui se fait en écrivant 
— 2 à la suite des termes qui composent ce membre, on aura di^ 
minué également les deux membres de Féquation ,donc ils seront 
encore égaux , et on aura par conséquent 

aa? — a +'a: — i = o. 

On écrit fréquemment les équations de cette manière. 

Rem AB QUE. Il résulte du principe précédent que l*on peut 
changer les signes de tous les termes d'une équation , sans que 
V égalité des deujc membres soit troublée. 

Soit l'équation ojc -\- P = c^ — J.r. 

Faisant passer tous les termes du premier membre dans le second, 
et tons ceux du secon4 dans le premier, on aura ^ 

— c^ -}- 6a; == — ax — i*; 
et comme on peut évidemment changer les deux membres de place, 
on aura aussi 

•— CLx — b* = — c* -}" i^' 

883. On BppuWe équation Jbrmulaire à*un de^ré quelconque 
réquatlon littérale complète de ce degré; on la nomme ainsi , 
parce que toute équation numérique du même degré peut être re- 
présentée par cette même formule. 

Diaprés Cela, ûar + J = o est Téquation formulaire du premier 
degré à une seule inconnue , parce que toute équation de ce 
degré ne devant contenir que deux sortes de termes (n° 581 ) , on 
pourra toujours la ramener à la forme ox + & = o ('^)> en faisant 



(*) Lei quantités a ti b peuvent être positives ou négatives. 
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*is les termes do second membre dans le premier, ce qui 
-jours permis (n<» 582) , et en faisant ensuite la somme algé- 
*ique de tous les termes affectés de Tinconnue d'une part, et d'une 
autre part la somme algébrique de tous les termes connus. 

Si dans Téquation c r + i = o » on donne à a et à £ des yalenrs 
quelconques; si, par exemple, on suppose a= 7 , 6= 14, cette 
équation deviendra 73? -|- 1 4 = o ; si on suppose û = 5, 7» = — 20, 
elle deviendra 5jr — 20 = o ; si on suppose tf == 6 , 5 = 0, elle 
deviendra 6jc = o. On voit donc effectivement que ax -{- b ==^ o 
représente toutes les équations du premier degré h une inconnne* 

^^ + ^J + ^ = o €st Téquation formulaire du premier degré à 
deux inconnues. 

ax^ + 4j7 + c = o est réquation formulaire du second degré à 
une seule inconnue. 

^^* + ày* + cxjr ^ dx+ ey -{- f=s o est Téqnation formulaire 
du second degré à deux inconnues. 

N. B. Quelque fois on écrit les équations formulaires de la ma* 
nière suivante : 

ax=ibf flur + ôj^=2C,et ainsi des autres. 

584. La résolution des problèmes algébriques se divise en deux 
parties : la première s'appelle la mise en équation ^ et la seconde est 
la résolution de l'équation , ou des équations du problème* 

La première partie est la plus difficile , en ce que Ton ne peut 
établir des règles invariables pour parvenir au but qu'on se pro- 
pose, qui est d'écrire algébriquement toutes les conditions de la 
question. Tout ce qu'on peut dire là-dessus se réduit à ce qui suit: 

Représentez les quantités cherchées par des lettres f cher-^ 
chez, dans l'énoncé de la question , les relations qui doivent 
exister entre les quantités connues et les quantités cher^ 
chées,puisj exprimez ces relations par une ou par plusieurs 
équations* ^ 

On conçoit bien que cette première partie de la résolutioo des 
problèmes dépend uniquement de la sagacité de celui qui doit ré- 
' pondre à la question proposée; 
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Qoaiit i la féconde partie, c*e$t-à-dire» quant à la résolution 
d«i éqoaUont, il ne pourra y aToir aocooe difficulté, du moment 
qae Foii connaîtra le petit pombre de règles qne nous allons 
exposer. 

Lorsqu'on peut satisfaire de plusieurs manières aux conditions 
d'un problème, on dit que le problème est indétermine; quelque 
fois le nombre de solutions est illimité. On appelle, au contraire, 
problème déterminé, celui qui pe peut avoir qu'une seule so- 
lution . 



RÉSOLUTION DES ÉQUATI01!^S DU PREIHIER DEGRÉ 
A UNE SEULE INCONNUE. 



58S. Résoudre une équation y c*est chercher des quantités , soit 
numériques, soit littérales, qui' mises en place des inconnues, 
rendent cette équation identique (n* 579). Ces quantités forment 
alors ce qu'on appelle un système de valeurs des inconnues , ou 
une solution de V équation , et on dit que ces valeurs satisfont à 
l'équation , ou que l'équation est satisfaite par ces valeurs. 

Lorsque plusieurs équations doivent être satisfaites par les mêmes 
valeurs des mêmes inconnues, elles forment ce qu'on appelle un 
système d'équations. Résoudre ce système ^ c'est chercher des quan- 
tités qui , mises en place des inconnues, rendent toutes ces équa- 
tions identiques. 

586« La résolution des équations repose sur les principes qui 
ont été exposés (n^ 105, rem.). Ces principes étant vrais pour des 
^Utés , ils ne peuvent manquer de l'être pour des équations , 
pui^qpe celles-ci ne sont autre chose que des égalités à satisfaire 
(n«579). 



~^^ 
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Rbuarqub I. Les principes exposés (n^ lOS, rem.) ne ionê 
généralement vrais qu'autant qn'il ne s'agiê ^ue de fuoii- 
tités qui ne sont pas nulles ou mfinigt^ 

Soil régalité 3 X o = 4 x o. 

On peut bien diviser les deux membres par une quantité finie 

3xo 4XO o o 

quelconque m. Car Tégalité st= — se réduit à -— =±a 

m m * m m 

( n« 45, rem. ) , et (n** 502, !.*>) k o =o. Mais on ne pourrait pu 
diviser par zéro les deux membres de l'égalité 3xo = 4Xo;ctr 

. , 3X0 4X0 

on aurait alors = , ou 3 :±=t 4 , ce qui ne peut être, 

o o 

De méme^ si on divisait par QQ les dem membres 4c Fégalité _. 

. 3x 00 4X 00 
3x 00=4x GO, on aurait =;= , ou 3 = 4. 

00 00 

Remabquk a. Il est évident que Tapplication des principes 
exposés (n^ 103 , rem.) aux équations ne peut rien changer aux 
valeurs des inconnues ; c^est-à-dire que, les valeurs des inconnues 
ne seront point altérées quand on effectuera la même opération 
sur les deux membres d'une équation* 

I^ous remarquerons cependant que 51 on multipliait ou si on 
divisait les deux membres (Tune équation par une quantité 
qui fût fonction d'une inconnue^ les valeurs des inconnues 
pourraient être .altérées dans certains cas. 

Soit réq«Kit ton 3^a=s5. 

Si on multiplie les deux membres par ^— a, il viendra 3x(x — a) 
= 5(;c— .2). 

Cette équation est vraie, car ayant multiplié deux quantités 
égales par une même quantité, les produits ne' peuvent manquer 
d*étre égaux; mais cette nouvelle équation n'admet pas pour x la 
même valeur que la première. 

En effet, si dans la nouvelle équation on remplace x par a , on 
aura 



V 



3xa(2 — «) = 5x(a — a), on 6x0= 5xo, 
00 (a* 45 , fieiTi.) 0=0, équation identique ; donc l'équiiHon 3x 
(jT — a) = 5 (:r — 2) est Mtisfaite par la valeur x = a. 

Maintenant, si dans la première équation 3x = 5, on remplace 
X par 2, il viendra 6= 5 , ce qui ne peut être ; donc la valeur 
or = a qui satbfait à l'équation Zx{jx — a) = 5 (x — a) ne satis- 
fait pas à la preaiière 3x =: 5. 

S87. Lorsque les équations qu'on se propose de résoudre 
contiennent des termes fractionnaires , il faut d'abord trans- 
former cette équation en une autre dont tous les termes soient 
entiers; ou, ce qui revient au même, il faut faire disparaître 
les dénominateurs ' 

Pour cela, cm multiplie chaque terme entier par le produit 
de tous les dénominateurs, et le numérateur de chaque terme 
fractionnaire par le produit des dénominateurs des autres 
fractions, puis on supprime les dénominateurs. 

Soit réqnation 

b^c hcx 
ax H am = a'— . 

^ . f 

Mettant chaque terme entier sous la forme de fraction , en lui 
donnant Tunité pour dénominateur, on aura 

ax b*c am a^ bcx 

T'^'d 7^~^T' 

Réduisant au même dénominateur (n^ 297), on aura 
adfx h^cf adjm a^df hcdx 

adfx + b^cf — adfm a^df — hcdx 



ou 



df df 

Multipliant les deux membres de cette dernière équation par <^ 
il viendra 

adfx -f- b^cf — adfm = c?df — bcdx. 
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On voit doDC que l'opération dont ii s'agit rei^ient à ré^ 
tiuire les termes fractionnaires au* même dénominateur, et à 
-convertir chaque entier en une expression fractionnaire équi^ 
va lente ayant aussi le même dénominateur. 

fjorsque quelqoes-uns des dénominatetirs auront des facteort 
communs, on emploiera les procédé! qui ont ^té exposés (n^ idO 
€i suiv.). 

Soit réquation 

bd^x Uc^d* S(^dx 1a^ 

aj:+ — Samzss: . — — — .^— . 

8a* 4i' ^ab aô 

Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est 8a*6' 
(«• 206). 

Opérant sur les fractions comme il a été dit (n® 222), et multi- 
pliant chaque entier par ^a^é', on aura, en supprimant les déno« 
tninateurs 
%a^b^x + b'^d^x — koa^b^m = Sa^be^d^ — !koab*c^dx — aSa^^ , 

£n opérant comme nous venons de le faire, on obtient Téqua- 
tion la plus simple, sans dénominateurs. 

B88. Pour résoudre une équation du premier degré à une seule 
inconnue, on ia ramène d'abord à la forme ax = b (n® ^S^),puis 
on divise les deux membres par le coefficient a de l'inconnue. 

Soit Téquation Sx — 24 =1 6 — 3x. 

On aura successivement 

Sx-^-^x = 16 + 24, 
Sx = 40, 

jr = — = 5. 
8 

De là on p»it conclure que l'inconnue x est égale à 5 ; car la 
valeur de cette inconnue ne pouvant éire altérée par les transfor- 
mations qu'on a fait subir. à l'équation proposée (n^ 586, rem. 2), 
cette équation sera satisfaite par toute valeur de x qui satisfera à 
Téquation ^ = 5. Or ,cellc-ci est évidemment satisfaite par le 
ToMB IL a 5 
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nombre 5 (n* 585), et ne peat Fétre par aocon antre nombre ; donc 
la proposée sera aussi satisfaite par la valenr x=:S. 

Effectivement, si dans réqoaiion proposée on met en place de 
X la valeur 5 qu'on vient de trouver, elledevi^dra 
5x5 — a4 = i6 — 3 X 5, 
ou a5 — a4 = i6 — i5, 

on 1 = 1, 

équation identique. 

Soit encore Téquation or + A* = a* — bx.. 
On aura successivement 

ax + bx = a^ — b* ^ 
{a+l)x = a' — b^ , 

a»— A* 

jr = -, 

a + b 

on (n* 131, 3M 



= a— A. 



Si dans l'équation proposée on remplace x par sa valeur a — A, 
on trouvera ^ 

a (û — J) + A» = a» — A (a _ A) , 
ou 

a^ — aA+ A* = a' — aA + A' . 
équation identique. 

589. Toute quantité qui, mise en place de Tinconnue, rend une 
équation identique, ou satisfait à Téquation^ est dite racine de 
cette équation. 

Une équation du premier degré h une inconnue ne peut 
avoir qu une racine; ou ce qui revieut au même, cette équa- 
tion ne peut admettre qu'une seule valeur pour l'inconnue* 

Soit Téquation ax -^ b =i o. 

Supposons qu'il y ait deux racines différentes « et C , ou que Ton 
puisse avoir 

X s=z « . X = C. 
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L.'éqiuilion oo: + £ == o doit être satisfaite en mettant en place 
de ^ Tnne on l'autre des valeurs et et C ^ on doit donc avoir 

««« + « = o (i), 

û f + J = o. (a). 

Betranchant lY^quation (2) de l'équation (x) , 
on aura a a, — a ^ = a , 

d*où il viendra ^ t=s ç ^ 

Donc les denz valeurs « et f ne peuvent différer l'une de l'autre; 
donc l'équation <z^ + & =: o ne peut avoir qu'une seule racine. 
Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes du pre- 
ntîer degré à une seule inconnue; la solution de ces problèmes 
donnera lieu à des remarques importantes sur les valeurs particu- 
lières que l'on obtient, dans certains cas, pour l'inconnue. 



PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ A UNE SEULE 
INCONNUE. 



590. Pbobl£M£ I. Trouver deux nombres dont la somme 
soit 'jS et la différence 32. 

Ce problème est réellement « deux inconnues, puisqu'il y a deux 
nombres à déterminer; mais les relations qui existent entre oea 
deux nombres sont tellement simples, que Tun ne peut cesser d'être 
inconnu, sans qu'il en soit de même pour l'autre. Nous allons' 
donc traiter cette question comme s'il n'y avait qu'un seul nombre 
i trouver, le plus petit ^ par exemple; et quand ce nombre sera 
connu , en loi ajoutant la différence donnée , nous aurons évidem- 
ment le plus grand. 

On devra se conduire de cette manière lorsque les circonstances 
le permettront. 
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Représentant donc par x le plas petit des deux nombres de« 

mandés , le plas grand sera x + 3a , puisque la différence de ces 

lieux nombres est 3a ; leur somme sera donc représentée par or -fx 

H- 3a, et comme, d*après renoncé de la question, cette somme 

doit être ^6, Téquation du problème sera 

^ + j: -|- 3a = 76 ; 

d*où il viendra successivement 

X + a: = 76 — 3a, 

ajT = 44 » 

44 

X = = aa. 

a 

Le plus petit des dent nombres cherchés est donc aa , et comme 

Te plus grand est x + 3a, il sera égal à aa -|- 3a, ou à 54. Ainsi, 

on aura 

le plas petit nombre = aa , 

le plus grand nombre = 54 » 
dont la somme est bien 76 , et la différence 3a , conformément à 
I^énoncé du problème. 

891. Lorsque, comme dans le problème précédent, les quan- 
tités connues sont exprimées en nombres , la valeur trouvée pour 
Tinconnue ne présente aucune trace des opérations qu*il a fallu 
effectuer pour Tobtenir. Si au lieu de représenter les données delà 
question par des nombres , on les représente par des lettres , alors 
la valeur de Tinconnue conserve la trace de ces opérations, et de- 
vient une formule, par le moyen de laquelle on peut résoudre 
toutes les questions de même espèce que la proposée. 

Soit donc la question générale 

Trouver deux nombres dont la somme soit ^^ et la diffé- 
rence d. 

Représentant toujours par x le plus petit des deux nombres de- 
mandés , le plus grand sera x-^-d^et leur somme sera j: + ^ + ^• 
Donc puisque celte somme est représentée par s , l'équation do 
problème sera 

X ~\- X -{' d = s; 



j 
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J'où 


il viendra successivement 












X -f ^ =3 


X 


-rf. 








ax = 


s 


- ^, 








X = 


s 


— rf 








ou ( 


n«299) 




or c=s . 


s 

3 


2 
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Le plus grand des deux nombres étant :r + </, il $era donc égal 

s d s d ^d s d 

k — ^ £/, ou à <P— -| , on a — -. + — . 

a a a a a a a 

De CCS deux valeors et h on conclut que 

a a a a ^ 

Connaissant la somme et la différence de deux quantités , 
on obtient la plus petite en retranchant la demi-différence 
de la demi-somme f et la plus grande j en ajoutant la demi^ 
différence à la demi-somme» 

892. PaoBLiME a. Partager le nombre 6o en 3 parties qui 
soient entr' elles comme les nombres a , 3 ^f 5 ; ou ce qui re?ieot au 
même , partager le nombre 6o en 3 parties qui soient telles qMf 
l'on ait 

la iJ^ partie esta la a."® : : a : 3 , 
et la iJ^ partie est à la 3.^^ :: a ! 5. 

Soit X la première partie. 

Puisque cette première partie doit être à la seconde dans le rap-' 
port de a à 3 , la seconde partie devra être représentée par le 
4."* terme de la proportion 

a 

Sx 

en sorte que la seconde des 3 parties du nombre 6o sera • 



^ 
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Pareillement, puisque la première partie doit être à la 3."^ dans 
le rapport de 3 i 5 , cette 3."* partie sera le 4."* terme de la pro^ 
portion 

Sx 

5x 
en sorte q«t la troisième partie cherchée sera . 

L*éqaation do problème sera donc 

3x Sx 

X -H — — H = Soi 

a a 

d*on il Tiendra successivemenl 

aor + Sx -+- 5x = lao , 

xox = lao , 

lao 
X = = la. 

10 

3x 3xia 36 

La seconde partie sera donc " on on i8 ; et la 

a a a 

Sx 5Xia 6o 

troisième — sera , ou — ou 3o. 

a a a 

Si on ajoute les 3 parties i a , i8 et 3o , on trouvera que leur 
somme est 6o , et on aura de plus 

la : i8 :: a : 3, 
et la : 3o :: a : 5, 

ou la : i8 : 3o :: a : 3 : 5, 

conformément à Ténoncé du problème. 

595. Pour arriver à une formule générale, au moyen de laquelle 
on puisse résoudre toutes les questions analogues à la précédente, 
nous énoncerons le problème comme il suit : 

Partager le nombre a en trois parties qui soient en tr' elles 
comme les nombres m , n , et p. 

Soit X la première partie. 



-^- 
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La a.*^ partie sera le 4."** terme de )a proportion 



lur 



m : n :: X : 



et la S'"^ sera le 4** terme de la proportion 

px 

m : p :: X : ; 

m 
en sorte qae l'équation du problème sera 

nx px 

X H J- ■ =3 a, 

m m 

Cette équation donnera 

mx -|- /îo: -f- px = am y 

(m -{• n '■\'p) X =3 am , 

am 



'»+«+/^ 



d*où on déduira 
nx 



n am an 
= X = , 

m m m'{'n-\'p m-^-n-^p 



et 



px p am 

m m m-^n-^p 



ap 



m^n\p 

Les S parties cherchées seront donc représentées^ d'une manière 
générale, comme il suit: 



La I '• partie par 


m-^rn-^p 




an 




'w+'ï+P 


T a ^B* nai» 


ap 



Cela, fait voir que fout abienir ckaetme des jKtrtiês clnr- 
ché€S s a fmii multiplier le nombre à paHa^er a par h nombre 
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proportionnel donné qui correspond à cette partie, et diinser 
le produit par la somme m + ii + p des nombres proportion- 
nels donnés. 

Il est facile de voir que la même rè^e s* applique à un nombre 
quelconque de p€uties. 

594. Paobleme 3. Un lièvre court ^après une tortue qui a 
1 kilomètre d[ avance ; le lièvre va cedt fois plus vite que la 
tortue i on demande le chemin i^ue fera le lièvre pour rat- 
trapper la tortue. 

Soit jT le nombre de kilomètres que doit faire le lièvre pour 
rattrapper la tortue. 

Puisque celle-ci a i kilomètre d'avance, le chemin qu'elle aura 
fait pendant la course du lièvre sera représenté par j: -— i, et comme 
elle va loo fois moins vite, le chemin x — i sera la loo** partie 
du chemin x fait par le lièvre. 

L'équation du problème sera donc 

X 

= x—i; 

lOO 

d'où il vient successivement 

X = lOOX — lOO, 
X IO0X= lOO, 

— 99^=— ïoo, 
ou (n** 582, rem») 

99jr=ioo; 

lOO I 

d'où x= == I . 

99 99 

I 
Le lièvre aura donc fait i kilomètre et quand il aura rat- 

^9 
trappe la tortue. 

595. PaoBLiMB 4. Trouver un nombre entier positij qui étant 
ajouté à 16 donne t^pow^ somme. 

Ce proUème est évidemnient imposaiblei car il n'existe pal de 
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DOBEkbre positif qoi augm^té de i6 usités puisse donner X3. Met- 
tooft néanmoias le problème en équation , et Toyons-ce qui en ré* 
suliera. 

Le jiombre clierché étant représenté par x , l'équation dq pro* 
lAèiAe sera 

jp -+- i6 r= I a , 
d^oii il viendra 

x=x2 — i6 = — 4- 
Si on met cette valeur en place de x dans l'équatibn du pro- 
blême, cette équation sera satisfaiite, car on aura alors — 4 4~ '^ 
=: la, on 13 =-:^ la, équation identique. Cela ne peut jamais man- 
quer d*arriver, puisque les opérations faites pour résoudre Téqua* 
tien ne peuvent troubler Tégalité des deux membres, ni altérer la 
valeur de Tinconnue x ; ainsi — 4 ^st bien la valeur de x dans 
réquation :r 4~ ^^ =^ 12 , et c'est la seule valeur de x que puisse 
admettre celte équation (n** 589). 

La valeur négative — 4 qtie Ton vient de trouver pour .r con- 
firme ce qu'on savait d^jà, c'est-à-dire, qu'il n'existe pas de nombre 
positif qui augmenté de 16 unités puisse donner la. Mais en même 
temps cette valeur fait voir que si , au lieu d'ajouter la valeur ab- 
solue 4 de l'inconnue x au nombre 16, on l'en retranchait au con- 
traire, on rectifierait l'énoncé de la question ; c'est-à-dire que , si 
an lieu d'écrire ^ -|- 16 = 12, comme on a dû le faire d'après cet 
énoncé, on écrivait — :r-f-i6=:i2,oui6— »a:=: ia,on aurait 
alors la traduction algébrique dun problème possible , savoir : 
trouver le nombre positif qui étant retranché de 16 unités donne 12 
pour reste. 

Effectivement l'équation 16 — a: =» 12 étant résolue donne 

or = 4. 

Cette valeur de x satisfait , non -seulement k l'équation du nou- 
veau problème, mais encore à l'énoncé lui-même; tandis que, dans 
le premier problème, la valeur xt=i — 4 satisfaisait à l'équation, 
mais point à l'énoncé du problème. 

596. PaoBLiwB 5. Trouver deux nombres positifs dont la 
somme soit x4* et la dijférence 18. 

Tome II. 26 
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Il est évident que ce problème est eaeore impossible « car la 
différence entre deox nombres positifs est toojoors moindre que le 
pi as grand de ce$ deux nombres , et à yô/i/orr ^ cette, diflérenee 
sera moindre que la somme- deces mêmes nombres. 

En représentant par j: le plus petit des deux nombres denandés, 
le plus grand sera jt -f i8 « et comoM la somme de ces deaz nom- 
bres doit être 14 f Téqnation du problème sera 

jr + x + i«=: »4t 
qui donnera a* = — 4 « 

d'où X = = — a ; 

a 

et on aura par conséquent pour le second nombre 

X + 18 = — a + 18» 
en jr 4. 18 =s 16. 

De même que dans le problème précédent , la valenr — 2 que 
Ton vient de trouver pour x confirme ce que Ton savait déjà ; c*€st- 
à-dire , qu'il n'existe pas de nombre positif qui puisse satisfaire à 
l'énoncé de la question. 

Mais cette valeur — a satisfaisant à l'équation x ••{• i8p= l6 
qui est la traduction algébrique d un problème impossible, annonce 
en même temps que la condition exprimée par cette équation de- 
viendra possible si, sans changer la valeur absolue de x, on change 
seulement le signe de cette inconnue, comme on l'a déjà fait 

s d 

(n? 595). Or la formule x = du n* 591, qui, dans 

a a 

toutes les questions de même nature que celle qui nous occupe 

maintenant, donne la valeur du plus petit x des deux nombres 

14 ï8 

cberchés, devient ici x = — — — j et comme xest négatif, il 

a a 

18 14 

faut le rendre positif , ce qui se fera en écrivant x = , 

a 2 

c'eat-à-dire (n^ 591 ) qu'il laut considérer 18 comme la somme dts 

deux nombres cherchés f et 1 4 comme leur différence. En sorte 

que, pour rendre le problème possible, il suffira de TéDoncer 
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minai z trouver deux nombres pasiti fi , dont ia somme soit iS,etia 
différence 14. 

S9T. Les detiz exemples précédents suffisent poor faire voir 
^ae les solotions négatives, que Ton obtient dans les problèmes dn 
premier degré à une inconnue, proviennent de conditions impos* 
sibles , ou mal interprétées^ dans Ténoncé de la question. Ces so- 
lutions négatives font aussi apercevoir comment il faut s*j prendre 
pour rectifier ces mêmes conditions ; cela revient toujours à prendre 
les données de la question, ou quelques^^unes d'elles, dans une 
acception cob traire. 

1598. Problème 6. Partager le nombre 17 en deux parties e/i- 
tiêres et positives , dont la différence soit 6. 

Représentant la plus grande des parties cberchées par x^ la plus 
petite sera 17 — x , donc la différence de ces deux parties sera 
ar — (17 — ar);et emame cette différence doit étrt 6 , l'équatiaa 
fia problème sera 

, X — (17 — jr) = 6', 

qui , étant résolue , donnera jr s= 1 1 -— . 

La plus petite partie étant i^ -^ x , elle sera donc ^ale a 1 7 

1 I 

— 1 1 -. — 9, ou à 5 •. 

I 
La vafenr \\ — — trouvée pour x satisfait à Féquation x— - ( 17 
a 

^ — x) = 6 ,. et, quoique positive, elle ne satisfait pas k Ténoncé 

de la question ; cela provient de ce que cet énoncé renferme une 

condition que l'on n*a pu écrire algébriquement, savoir: que 

les deux parties du nombre proposé devaient être des nombres 

entiers. 

On voit donc qn* une valeur positiim de l'inconnue pet^t , dans 

certains cas, ne pas satisfaire à Vénoncé de la question. 

RaMAaQiTE. Le problème que nous Tenons de vétoadre peut 
s*énoncer de la manière suivante : 
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Trouver deuxjnamhres entiers positifs , dont la somme 
soit l'jp et ia différence 6. 

En employant les formules du n^ 59i , on trouvera pour le plus 
grand des deux nombres demandés 

1 </ 17 6 a3 I 
a * 2 a 22 2 

et pour le plus petit 

s d fj 6 11 I 

2 2 2 2 2 a 
comme ci-dessus. 

599. Problème 7. Un pédieur consent à payer à son fils 
24 centimes pour chaque coup de filet dans lequel il y aura 
du poisson , à condition de lui retenir 6 centimes pour chaque 
coup de filet dans lequel il ny aura rien. Le fils donne 
3o coups de filet, et il se trousse que, tout compte fait, il 
n'a rien à recevoir ni à payer; on demande combien il y 
a eu de coups de filet heureux» 

Si on représente ce nombre par x , le nombre de eoops de filet 
malheureux sera représenté par 3o — x. 

Puisque le pêcheur doit payer à son fils 24 centimes par coup 
de filet heureux, il lui devra donc un nombre de centimes repn^- 
senté par 24;r ^ et comme le fils doit payer au père 6 centimes par 
coup de filet malheureux , il lui devra donc un nombre de cen- 
times représenté par (3o — x) 6. Comme, en définitive, il n'y a 
rien à payer de part ni d*autre, l'équation du problème sera donc 
a4j: = (3o — x) 6. 

Cette équation étant résolae , donnera x = 6 , en sorte qu il y 
aura eu 6 coups de filet heureux, et, par conséquent, 24 coups mal- 
heureux. 

Les conditions du problème sont remplies, car d*après ces con- 
ditions, le père doit an fils (o^, 24)X6, on 1', 44 9 tt le fils doit au 
père(o', 6)X24, oui', 44- 



1 
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600. Un père ordonne ptir son testàmeni tjue l'aéné de ses 
^nf^iTïït s prélève sur son bien nne somme a plus la n** partie 
du r^ste; que le second enfant prenne ensuite une somme aa 
ptus la n"« partie de ce qui restera encore après ce prélève^ 
ment ; que le troisième enfant prenne sur ce second reste une 
somrne 3a plus la d">' partie de ce qui restera , et ainsi de 
suilB. Il arrive par là que tous les enfants sont également par- 
tagés, et que le bien du père est employé entièrement à ce 
partage; on demande 

1<*. Quel était le bien du père, 
2^. Le nombre des enfants, 
3®. La part de chacun d'eux. 

Puisque toutes les parts sont égales, il est évident qu'il suffira 
de déterminer le bien du père, et.la part d*un des enfants; divi- 
sant ensuite le bien du père par la part trouvée, on aura le nombre 
des enfants. 

Représentons par x le bien du père, et retranchons de ce bien 
la somme a qui doit d^abord être prélevée en faveur de Tainé des 
enfants. Le reste sera x — a, et comme ce même enfant doit avoir 
en outre la n^^ partie de ce reste, sa part sera donc 

a+ , 

n 

et par conséquent , ce qui restera du bien à partager sera x '^ a 

X — a n (ar— a) — {x'-^a) (n — i) (x — fl) 

, ou ? — , ou ^ . 

n n n 

Pour former la part du s^coiid enfant, il faut d*abord prélever 

snr ce reste la somme 2a, pius la n"*^ partie de ce qui restera. Or 

, («-rO(^— û) .. (/i— i)(x — tf) 

en retranchant 2a de — * , il restera ■ 

n n 

(n- 1 ) {x—a) - %an (/i— i )x— a)— ^an I 

— a«, ou * , don t la n™* partie sera — ' , 

n ^ Ji* 

et par conséquent là part du second enfant sera 

(/t — i) (.r — a) — 2an 
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Tons leê enfants devant être également partagéi, il est inatîle de 
chercher a exprimer les antres parts ; en écrivant que la première 
part est égale à la seconde, nous aurons une équation, qui étant 
résolue, fera connaître le bien du père. Remplaçant ensuite Tin- 

connue :r dans Texpression a -] -^ de la part que doit avoir 

n 

Falné des enfants, on connaîtra cette part, et par conséquent toutes 

les autres. Divisant ensuite lai valeur de x par Tune des parts, cela 

fera connaître le nombre des enfants. 

L'équation du problème est donc 

:r— a (n — i) {x — a) — aan 

« + = 2a + , 

n rr , » 

d*où il viendra 

an^ + (x — a) /i = aû/i* + {n — i ) (or — «) — a^'»» 

n(x — /i) — (;i — i) [x — a) =z a^/i* — %an — an^ , 

(h — /i + ^) {^ — a) = an^ — aaw , 
X — a = an^ — 2an , 

X = an* — 2an + a , 
j: = a («• — a/i + I )» 

ou(nM31,2.<») 

X = a (/i — 1 )* 

X — a 

Si on substitue cette valeur dans Fexpression a -| delà part 

n 

de Talné des enfants, on aura pour la valeur de cette part 

a(n — i)^ — a 



«+- 


n 


, 


a« + 


a{n-iy- 


-a 




n 




<i(i>— 


.i) + fl{n— 0» 




n 




a (m- 


.i)(i+n- 


-I) 



oo 
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n 
oo tfC/i — i). 

Enfin, si on divise le bien da père, qui est représenté par à[n — i)* 
par la part â(/i — i) qui revient à chacun des enfants, on aura le 

nombre de ces enfants , qui sera ■ , 

a{n — i) 

û(ll-r-l)(7I — i) 

ou ■■ , 

«(/i— i) 

oo /l— I. 

Dont , I.® le bien du pèce =3 a(ji — 1)*, 

a.® la part de chaque enfant :=3 aC/i— i) 9 

3.^ le nombre des enfants = n — i. 

L*éqoalîon 

* — a (/r— i)(x — a) — ixan 

n n 

qui a donné la valeur de x n'exprimant que l'égalité des deux pre- 
mières parts , il reste à s'assurer si en considérant le bien à pai^- 
tager comme égal à a (/i — i)', le nombre des enfants est bien/i-^i, 
et si toutes les parts seront égales à a {n — i). 

Pour cela , du bien a{n — i ]* retranchons les deux premières 
parts qui font %a{n — i )• et nous aurons pour reste 

a {n — i)* — aa (/i — i>, 
oo a (/i — i) (n — I — a), 

00 a U — I) (n — 3). ^ 

La part du troisième enfant sera donc, d'après les conditions du 
problème , 3a + la n."* partie de la quantité a {n — i ) (n — 3 ) 
diminuée de 3^, c'est-à-dire qoe cette troisième part sera exprimée 
par 

a in—i) (/i— 3) — 34» 
3a H , 
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3an'\-a {n — i) («—3) — 3a 



ou 



3a («— l) -^ a (/i— t) (1—3) 

/i 
« (,,— 1) (3 -j. /î — 3) 
n 
a (/2 — i) n 



oa 



ou a («— i). 

Donc la troisième part sera égale aux deux premières , et ces 
trois parts vaudront ensemble Sa (/i — i). 

Pour s'assurer que la 4.™® part sera égale aux précédentes , il 
faudrait encore retrancher ces trois parts réunies de la totalité du 
bien a (/i — i)*, ce qui donnerait pour reste a{n — 1)*— 3a(n — i); 
la part du 4 "^^ enfant serait formée de 4^ plus la /i.™® partie de 
ce reste diminué de 4^1 et en continuant de la même manière, on 
trouverait que chacune des parts serait encore égale à a(n—i). 

Mais on peut se dispenser de tous ces essais , et constater tout 
d*un coup l'égalité de toutes les parts, en démontrant que si Tégalité 
a lien pour un certain nombre de parts, la part suivante sera aussi 
égale à celles-là. 

Soit dont m le nombre des parts que Ton sait être égales à 
a (71— i). 

Pour trouver la part suivante, ou la {m -|- i).'°% il faut d'abord 
retrancher du bien total la somme ma {n — 1} des m parts égales à 
a (n — 1), ce qui donnera pour reste « (/i — 1)^— ma (n — i), on 
a («-- i)(/i — I — m). Ensuite, il faudra ajouter à (m+ i) ah 
n."^^ partie de ce reste diminué de (//2 4~ ^ ) ^* 

La (m 4- i)-"*® part sera donc 

ain'-'i) U — I — m) — (iw-f-i)a 

(/7i + I ) « + ' » 

n 

n (/7t-f i)a r^^ a(n — i) («— i — m) — (w-|-i)a 

ou — ► ' , 
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«(1714 i)U — i) + a(n — I) (/i— I — m) 

x>a — — , 

n 

a(/i — i) (/w-f"ï+'' — ' — ^) 

<fU • — • , 

n 

o« a (/i— i). 

En sorte qne si m parts soajt égales entr*ell^ ,\a(m -^ i).^^ part 
sera égale aux précédentes. 

Diaprés cela, les S premières parts qui viennent d*étre oalealées 
^tant égales à a (/t — i) , la 4.""* sera égale à « (11 — x ); les 4 pr«- 
mières parts étant égales à a (n — i), la 5.*»* sera aussi égale k 
a^n — 1), et ainsi des antres. 

Quant an nombre des enfants, il ne peut 7 avoir le moindre 

^oute : du moment que le^îen est ai/i-- i)', et que la part de chacun 

«st a (/t — i), le nombre des partageants ne peut manquer d*étre 

a (/i— O» 

■ , ou /i — I. 
a (71-- 

Pour faire Tapplication des formules que nous venons de trouver, 
supposons que Tainé des enfants doive prélever une somme de 
loooo^ plus la 6.°^® partie du reste de l'héritage; que le second doiye 
prélever ensuite la somme de aoooo^ plus la 6.*°* partie de ce qui 
restera après, et ainsi de suite. 
On aura donc dans ce cas 

a =1= 10000, 71 = 6, 
et par conséquent les trois formules 

Le bien du père = <i (71 — s)* , 

La part de chaque enfant = « (/i — 1) , 
Le nombre des enfants = ti — i , 
trouvées précédemment , donneront 

i,"" Le bien du père = loooo'- X C6— 0* 

= loooo'' X 5* 
= loooo'* X ^5 
= aSoooo'' j 
Tome IL 27 
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2,^ L a part de chaque enfant = i oooo'» X (6— i \ 
= loooo'* X 5 
s=: 5oooo'- ; 
3.® ile nombre des enfants = 6 — i = 5. 

On voit par là combien la résolution des problèmes numériques 
devient simple, quand on a traité d'une manière générale la question 
dont il 8*agU. 



PEOBLàMB DES )COUERIfi&S. 



A B 
R/ . R. 

/ 

/' 
601. Veux courriers yartent de deux villes A et B dont 
la distance est de à kilomètres. Le courrier qui para de A 
fait a kilomètres par heure, et celui qui part de B en fait h et 
part h heures avant le courrier A. On demande 

!.<> Les conditions, nécessaires pour que les courriers se ren- 
contrent. 

2.* Le temps qui s'écoulera depuis le départ du courrier B 
jusqu'à l'instant de la rencontre. 

3.** Ze chemin fait par chacun des courriers. 

ic^ Si les courriers marchant dans le même sens, le courrier B 
qui part le premier est devant l'autre , c'est-à-dire, si la route se fait 
dans le sens A6R, il faudra nécessairement que la yitesse b du cour- 
rier B soit moindre que la vitesse a de l'autre courrier. 

Si les deui courriers marchant encore dans le même sens , le 
courrier B qui part le premier est derrière l'autre, c'est-à-dire, si 
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la route se fait dans le sens BAR^ la rencontre aura Heu si la 
"vitesse b du courrier B est la plus grande, pourvu qu'elle soit assez; 
petite pour que ce courrier ne soit pas arrivé en A avant le départ 
de l'autre, ou dans le temps h» La rencontre pourra encore avoir 
lieu dans le cas où la vitesse b serait plus petite que a, pourvu 
qu*ell« soit alsez grande pour que le courrier B puisse franchir la 
distance AB cm d avant le départ de l'autre courrier. 

£nfin, si les deux courriers vont à la rencontre Tun de Tautre^ ils 
se rencontreront nécessairement^ qtiel les que soient d'ailleurs leurs 
"vitesses respectives, à moins cependant que le courrier B qui part 
le premier, et qui se dirige vers R\ ne soit arrivé en A avant 
le départ de l'autre qui doit se diriger vers R. 

a.o Supposons, pour fixer îes idées» que la route se fasse dans le 
sens ABR, et représentons par x le nombre d'beuresque le courrier 
B , qui part le premier, doit marcher avant d'être joint parTautre, 
Ce premier courrier faisant 5 kilomètres par heure, il en fera dans 
x heures un nombre représenté par &r; et comme à l'instant de son 
départ, il était à £f kilomètres du point A, au moment de la jonction, 
il en sera à une distance AR représentée par ke '{- d. 

Le courrier A partant h heures après le premier, le temps de sa 
marche sera x— h, et comme il fait a kilomètres par heure, à l 'ins- 
tant où il joindra le courrier B, il aura parcouru la distance AR 
représentée par {x — h) a. 

L'équation du problème est donc 

bx -\- d :^= {x — h) a^ 
qui donne successivement 

bx ■+• d = ax — ah y 
bx — ax =3 — ah — d , 
(b — a^x = — ah — - d^ 
— ah — d 

x^ 7 » 

h — a 

ou {n.° 153, rem,), 

ah + d 

a — b 
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en sorle que le courrier B aura marché peailaBt an nombre d'heures 

exprimé par . 

a — b 

3.^ Pour trouver le chemin fait par le courrier B, il est clair 

ab-^d 

qn*ii faut multiplier ipar , ce qui doanera, en reprësen- 

a — 4 

tant ce chemin par C% 

Le courrier A ayant à parcourir la distance AB ou d de 
plus que le courrier B, le chemin qu*il aura fait sera égal à 

— +^. 

a — h 

rzTô ' 

ahb J^hd'\-ad — hd 



ou a 



Qua 



ou a 



ou à 



a — h 

ahb -f- ad 
a — h 

{bh -t- d)a 



a — b 

en sorte que si on représente par ce le chemin fait par ce courrier, 
on aura 

{]bk -\' d)a 

a ^b 

La solution du problème proposé est donc représentée par la 
formules 

ah-^d 

^=--~ (i), 

a -^ à 
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{ah -^ d) b 



a — b 

(bh -^ d) a 
a — b 



(3;, 



dans rbypolhèfe que lecoarrier B qui part le preiaier marche de- 
vant raatre. 

60S. Supposons main tenant que le courrier B soit derrière 
Faulre^ c'est-à-dire, que la roule se fasse dans lesens BAR^ 

La dislance AR' à laquelle lepremier courrier Osera du point A 
à rinsf ant de la jonction sera égale à BR' — BA , ou à bx— d^ et la 
distance à laquelle le second courrier sera du même point sera 
toujours (x — h) a, 

L*équalioa du problème sera donc, dans ce cas, 
6j: — </ =3 ( j: — A) ex , 
qui, étant résolue, donnera 

ah—d 

^= r (4), 

a — b 

et par suite 

{ah ^d)b 

^= ~ (5), 

a — b 

(bh — d) a 

et «= i 1_ (6). 

a — b 

Ces trois dernières formules donneront la solution de Ions les 
problèmes de cette espèce dans la a.™* bypotbèse* 

Ceci noms conduit à une remarque importante relaliTement aux 
signes-^ et -> : elle consiste en ce que, le signe d'une quantité des^^ 
tinée à reptésentet la grandeur tmmérique d^une distance doU 
changer lorsque cette distance prend une direction eonttaire» C'est 
ce qui arrive ici ; dans le n.^ 60i, la distance d(\xkï était comptée de 
A vers B avait le signe -|-, et maintenant qu elle est comptée de B 
vers A; elle prend le signe — • 



2^* piOB. BIS coimB. À xmB ntcoRim. 

603. Pour appliquer les formules trouvées (n.^* 60i et 602) à on 
exemple, nous supposerons </= 17 kilomètres, 

A == 8 heures, 
^ =3 2 kilomètres, 
a = 3 kilomètres. 

Substituant ces valeurs dans les formules du n.° 601 , on iroa- 
vera 

3x8+17 a4+i7 

x=— = = 4,, 

3 — a 1 

r _ (3x8+i7)x a (34+i7)Xa 

= =: Sa , 

^ UX8+I7)X3 (i64.i7)><3 

r-- = = 99. 

c5— a I 

Si on subtitne les mêmes valeurs numériques dans les formules 
du n.o 602, elles donneront 

3x8-17 

X == — = 7, 

3 — a 

(3x8-i7)x:i 
3— a 

^ (ax8^i7)X3 _ 
""^ 3— a 

Remarque. La valeur négative trouvée pour le chemin flfc du cour- 
rier A fait voir que ce chemin doit être fait en sens contraire de 
celui qu'on a supposé dans Ténoncé (n<» 602), c'est-à-dire, que le 
second courrier, au lieu de se diriger de A vers R' doit venir à la 
rencontre du premier. Il est effectivement facile de voir que les 
quantités données cf = 17, ^ = 8, è = a, a =: 3 ne satisfont 
pas aux conditions nécessaires pour que la rencontre puisse avoir 
lieu (n.*> 601)^ car la distance octant plus grande que le chemin bA 
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que peut faire le courrier B pendant le temps qu'il a d'avance sur le 
second, lorsque celui-ci partira du point A, le premier n'y sera 
point encore arrivé , et puisqu'il va moins Tite que l'autre, il ne 
pourra jamais l'atteindre, si cet autre se dirige de A vers R^ Il faut 
donc que le courrier A, an lieu de marcher dans le sens AR^ comme 
l'énoncé le suppose, vienne à la rencontre du courrier B^ c'est-à- 
dire, qu'il se dirige dans le sens AB. 

Donc, pour que le problème soit possible, avec les données que 
nous venons de prendre^ il faut l'énoncer de la manière suivante : 

R 

A B 

Deux courriers A ei B vont à la rencontre fun dé l'autre ^ 
en partant de deux villes dont la distance est defj kilomètres. 
Le courrier B fait- a kilomètres par heure, et le courrier A, en 
fait 3. Le courrierB part 8 heures avant l'autre. On demande 
te temps que le courrier B mettra à joindre le courrier Ay et 
te chemin fait par chacun des courriers à l'instant de leur 
jonction. 

Soit x\e temps de la marche du courrier B. Puisque ce courrier 
fait 2 kilomètres par heure, dans x heures, il en fera 2x , et par 
conséquent la distance AR à laquelle il sera du point A, au moment 
de la rencontre , sera AB — 2x, ou (17 — 2x) kilomètres. 

Le courrier A partant 8 heures après l'autre, il n'aura marché 
que pendant (j:— 8) heures, et comme il fait 3 kilomètres par heure, 
il sera , à l'instant de la rencontre, éloigné du point A d'une quan- 
tité AR égale à 3 (:c— 8) kilomètres. 

L'équation du problème est donc 

3 (a: — 8) = 17 ^ — 2x^ 
qui, étant résolue, donne 

X == 8^- — . .. 
5 

Pour trouver le chemin f fait par le courrier B , il faut multi- 
plier sa vitesse, qui est a kilomètres à l 'heure, par le nombre d'heures 
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I 

qa*il doit être en route, c'est- îh-dire, par 8 — — , ce qui don- 

5 



5 

Ponr trouver le chemin et fait par le courrier A qui fait 3 kilomè- 
tres à rheurCf il ùiut multiplier 3 kilomètres par le nombre d'heures 

I 
qu'il a dû être en route, c'est- à-dire par (x — 8), ou — - , ce qui 

S 

donnera 

3 

flcs=5 kilomètres. 

5 

Ainsi, la valeur négative — 3 trouvée pour et indique, comme 
dans les problèmes 4 et 5 , que quelqu'une des conditions de re- 
noncé a été prise en sens contraire, et elle donne en même temps 
le moyen de rectifier Ténoncé. Mais dans les problèmes 4 et 5, on 
a pu découvrir la modification à faire dans l énoncé, en changeant 
simplement le signe de ^dansTéqualion à résoudre, ce qui ne peut 
passe faire ici, et cela tient à la manière dont nousavons mis le 
problème en équation. Nous traiterons plus lard celle même ques- 
tion d'une manière qui justifiera ce que nous avons dit(n° 597) au 
sujet des solutions négatives» 

604. ^ on suppose que les courriers , marchant dans le même 
sens, ont des vitesses égales , il est évident qu'ils seront toujours à 
la même distance d Fun de l'autre , et que , par conséquent , ils ne 
pourront jamais se rencontrer; c'est aussi ce que la solution géné- 
rale fait voir clairement. Car , dans le cas où d == a , les fi^m.ules 
du n^ 601 deviennent 

ohA-d 



^_ {ah+d)b 
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o 

ce qui indique que \es courriers ne pourront se rencontrer 
qu'après un temps infini, et après avoir parcouru des espaces in- 
finis (n» 302, 2«). 

605. Si les courriers , partant en même temps du même point, 
marchent dans le même sens, avec des vitesses égales, il est clair 
qu'ils ne se quitteront jamais, et que le problème sera entièrement 
indéterminé. Cest aussi ce que Ton peut voir à l'aide des formules 
du n«» 601. 

Si dans ces formules, on fait 

i =1= û , £3? = o , A = o , 
on trouvera 

o o o 

o o o 

ce qui fait voir que toutes les quantités chercfiées sont indéter- 
minées (n« 302 , 7.° ). 

€06. En résumant tout ce qui vient d'être dit sur les équations 
et les problèmes du premier degré à une inconnue, on reconnaît: 

1.® Qu*une équation du premier degré à une inconnue ne 
peut avoir qu'une seule racine (n® 589). 

2.° Que si la valeur trouvée pour Cinconnue est positive, 
le problème qui a donné lieu à l'équation est possible, et la 
valeur trouvée satisfait à l'énoncé, à moins qu'il se trouve 
dans cet énoncé quelque condition qu'on ne puisse écrire algé^ 
briquement (n® 598). 

3.<^ Que toute solution négative indique généralement 
quelque condition impoisibU , ou mal interprétée , dans 
l'énoncé de la questions» et que cette condition peut devenir 
possible en prenant les données > ou seulement quelques unes 
d^ elles dans des acceptions contraires (n® 597). 

Tome II. a8 



4.^ Que si ta valeur de Çinconnue se présente sous la 

a 

forme , le problème est impossible (n* 604). 

o 

5.° Que si la valeur de t inconnue se présente sous la 

o 

forme , le problème est indéterminé (u^ 605) , sauf la 

o 

cesurciion dont nous avons pavlc' (n* 302 , 7.9 rem.). 



RESOLUTION DES ÉQUATIOI^S DCF PftESUEE DEGEÉ, 
A DEUX INCONNUES. 



607. Pour résoudre une équation du premier degré' à 
deux inconnues^ il faut d abord la ramener à la forme ax 
-{^ by = c. Pbur cela, on fait passer dans le premier membre 
tous les termes qui contiennent des inconnues, et dans 
f autre tous l'es termes qui ne renferment que des quantités 
connues (n® 582) ,• puis on fait la /somme algébrique dé tous 
les termes en x^ ta somme algébrique- de tous les termes en j, 
et celle de tous les termes connue. 

On résout ensuite l'équatio/n par rapport à l'une des in- 
connues (a® 588) , en opérant comme si tout le reste était 
connu ^ ee qui donne la valeur de cette inconnue en fonction 
de l'autre /. on attribue à cefte dernière une valeur numérique 
quelconque que l'on met ten sa place dans la valeur trouvée 
pour la première , et on a/ainsi une v(Ueur de cette inconnue, 
qui, conjointement avec 4a valeur arbitraire attribuée à l'autre 
inconnue^ satisfait à l'éifuation proposée* 



J 
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Soit Téqnal ion Ôj:-}- 3/ = a6. 

^i on résout cette équation par rapport à a: , on trouvera 

5 
Il est évident que Ton ne pourra obtenir pour x une valeur nu- 
mérique, si on ne commence par assigner à i* une valeur arbi- 
traire : si donc on suppose jr =2 , par exempfe , et si >on substitue 
-c^ nombre a dans la valeur de ;r , en aura 

a6 — 3xî» / 

X t^ ^ A^ 

/ 
-en sorl« ^qot le «ys tème de valeur / 

^evra satisfaire à réquation proposée ^ et , en effet , si on substitue 
ces valeurs ^ans celte équation , elle deviendra 

ao -4- 6 = a6/ou 26 = aÇ, 
équation identique. / 

Mais à moins que Ténonoé du problème qui a donné lieu à 
IVquation ne renferme des conditions parriculières, susceptibles 
de limiter le nombre de valeurs que Ton doit attribuer à ^ , il est 
évident qu'au lieu de \e sqrpposer égal à 3 , ainsi que nous venons 
de le faire, on pourrait le supposer égal à tout autre nombre, 
entier ou fractionnaire , positif ou négatif. Chacune des valeurs 
de^ en donnerait une pourx, et chaque couple de valeurs de ic et 
de^ satisferait à Téquation proposée , et à Ténoncé de la question ; 
d*où il résulta que le problème qui a donné lieu à cette équation 
€St indéterminé (n° 584). 

Il est facile de se convaincre de cette vérité , car 1 équation Sx 
•+-3x = a6 est la traduction algébrique de ce problème : trouver 
deux nombres x et y tels que , si au quintuple du premier on 
ajoute le triplé du second, la somme soit a6, ou autrement: 
trouver deux riombres Sx et 3/ dont la somme soit 26 ; questlori 
qui est évidemment susceptible d'une infinité de solutions. 

6A. Le nombre de solutions d-un problème indéterminé se 



trooTe par fob limité par certaines cooditions que Ton ne peut 
écrire algébriqoement. Sapposont, par exemple, que, le -problème 
qai a donné lien à Téquation Sx -f- 3jr =r a6 ait été énoncé ainsi: 
trouver deux nombres enders positifs tels que , si au quintuple du 
premier on ajoute le triple du second, la somme soit a6. 

Il est d abord évident que Ton ne pourra attribuer à^ que des 
Talenrs entières et positives. De plus, si on examine la valeur 

X = donnée par Téqnation proposée, on verra facilement 

5 

qu'on ne peut attribuer à j une valeur plus grande que 8, car si on 
mettait seulement 9 en place de^ dans la valeur de x le numéra- 
teur a6 — 3/ deviendrait 26 — 3 X 9 » ou — i , et par consé- 
quent X serait négatif, ce qui est contraire à Tune des conditions de 
renoncé. 

Donc , pour satisfaire à la condition que les nombres cberchés 
soient positifs, on ne peut supposera y que les valeurs, o, i > 3 , 
3,49^96,7,8. Mais de toutes ces valeurs , il n'y a que 3 et 7 
qui donne pour x des valeurs entières ; donc le problème proposé 
n'a que deux solutions qui sont exprimées par les deux systèmes de 
valeurs 






r = 79 
X = I. 



609. Si à une équation quelconque du premier degré à 
deux inconnues , qui est généralement représentée par ax 
-(-by = c, on adjoint une seconde équation qui contienne 
une des inconnues , par exemple, t équation my = n; alors 
le système de ces deux équations devient la traduction alqé^ 
brique d'un problème déterminé. 



Car de l'équation mpr = n ou déduit y = , et de Téquation 

171 
C — > J)Y 

ax + 4^ = c il vient x = . Or dans celte valeur de x on ne 
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peut substituer pour j^ que la valeur , la seule qui puisse salis- 

. ^ m 

faire à lëqualion my = «(n*» 589) ; donc il n'y nura qu'une seule 



valeur de j: qui sera 



m 



a 
11 suit de là que le seul système de valeurs 

n 

m 

n 
m 



pourra satisfaire aux équations ax -^^ bx= c ei rny = n, ainsi 
qu'au problème dont ce système d'équations est la traduction al- 
gébrique, s'il n'existe d'ailleurs aucune incompatibilité entre les 
conditions exprimées par chacune des équations en particulier. 

On peut aussi adjoindre à l'équation ax + ^7 = ^ ^^^ 
seconde équation de même forme , c'est-à-dire j qui contient 
tes deux mêmes inconnues, et que l'on représente ordinai^ 
rement par a'x + y y = c' ; alors le système des deux équa- 
tions ax + hy = c et a'x + b^y == c' est, en général, la tra- 
duction algébrique d'un problème déterminée Ce système 
d'équations étant résolu par l'une des méthodes que nous 
allqns exposer, on obtient des valeuts de i et de y , qvt , si 
elles sont positti^es, satisferont aux deux équations et à 
l'énoncé du problème qui donnerait lieu à ces équations^ sauf 
le cas d'incompatibilité entre les conditions qu'elles expriment, 
et celui oà les deux équations seraient une conséquence Cune 
de l'autre , comme pous le verrons par la suite. 

610. Pour résoudre un système de deux équations à deux 
inconnues^ on les ramène à la forme ax + by = c, puisj on 
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résout chacune d'elles par rapport à une des inconnues , par 
rapport ài, par exemple (d** 588)^ en opérant comme si tout 
le reste était connu. On égale les deux valeurs de x, ce qui 
donne une nouvelle équation ne contenant plus que y et des 
quantités connues : on en déduit la valeur de y (n* 588), et 
substituant cette valeur dans l'une ou dans Vautre des valeurs 
de Xf il ne reste plus qu'a effectuer les opérations indi^ 
quées. 

Soient les équa lions 

ax -|- ar — 6 = 28 ^ j: — 3j, 
jr — « 2x, — 8 = i3 — ' 2jr — 4^. 

Ramenant chacune de ces équations à la forme ox '•^bjr= c, 
cSles deviendront 

3:r -f 5r = 3/, , 
îj: -|- 3j^ = 21 . 

Résolvant thacane de ces équations par rapport à x^ il viendra 
34— 5r 
^=— T' 

ai — 3^ 



2 
Égalant ces deux valeurs, on aura Téquation 

34 — 5^ ai — 3j 



(«), 



3 a 

qui, étant résolue, donnera yz= S, 

Substituant cette valeur dans une de celles de x, dans la seconde, 

ai — 3x5 

par exemple, on aura x = = 3. 

a ' 

La résolution des deux équations proposées donne donc le sys- 
tème de valeurs 

X =m 3,jr = S. 

Ces valeurs de X et de^ devront satisfaire aux deux équations 
proposées. 
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Cabord , la valeur 5 de jr^ substituée dans Tane ou dans Faufre 
des valeurs de x, doit donner le même résultat. Caria valeur dey 
ayant été déduite de l'équation (se), elle devra satisfaire à cette 
écjuation (n^ 888), dont les deux membres sont précisément lesdeui 
"va leurs de x dont il s*agit. 

ï)n second lieu, les transformations qu*6n a fait subir aux éqoa- 

tioos pro|K)sée8 poar arriver aux équations x = ■ -> d 

ai— 3j 
x- = ■ ne pouvant (n* 586, rem. a.) altérer les valeari des 

a 

inconnues, les valeurs :r = 3, ^ = ^ satisfaisant à ces deux der« 

nières équations, elles sat^isferont aussi aux proposées. 

Par la première partie de lopération que nous venons de faire, 
on est conduit à une équation à nne seule inconnue; cette partie de 
l*bpération est connue sous le nom di élimination, 

L*équation à o-ne inconnue qu*it s'agit dèrésoudre quand rélimî- 
aation est effectuée se nomme équation finaU, 

611. L'équation finale fit pouvant avoir qu'une racine (n* 589)^ 
on ne pourra jamais trouver qu'une valeur de l'inconnue qu'elle 
contient, et par conséquent (n^ 610) on ne pourra obtenir qu'âne 
valeur de l'inconnue qui aura d'abord été éliminée. On est donc en 
droit de conclure qu'// n*ttxiste qu*tm seul couple de valeart qui 
puisse satisfaire à un système de dewa équations du premier deg^ 
à deux inconnues. 

Remarque Au lieu de substituer la racine de l'éqtiation fibalé 
dans une des valeurs de l'inconnue qui a été éliminée, on peal éli- 
miner la seconde inconnue entre Ifs deux équations proposées, ce 
qui conduira aune nouvelle équation .finale, q ui, étant résolue, feca 
connaître la valeur de l'inconnue qui avait d'abord été éliminée ;; 
mais on conçoit qu'il est préférable d*employer le procédé que noua 
avons indiqué (n<* 610). 

Indépendamment de la méthode d'élimination que nous venons^ 
de donner, et que Ton nomme méthode de comparaison^ il y a en* 
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core trois autres procédés pour éliminer entre deax équations k 
deux inconnues ; le premier de ces nouveaux procédés s'appelle 
méthode de substitution ; le second, méthode de réduction , et le 
troisième, méthode des indéterminées» 

612. 2."* MéTHODE. Après avoir ramené les deux équa" 
tions à la forme ax -{- by = c, on résout une des ces équa- 
tions par rapport à Cune des inconnues, par rapport à x, par 
exemple, et on substitue la valeur de x dans Vautre équation^ 
ce qui en donne une nouvelle qui ne renferme plus x* Cette 
dernière, qui est alors l'équation finale^ donne la valeur de j, 
qui étant substituée dans la valeur trouvée précédemment 
pour X( fait connaître la valeur de cette inconnue. 
Soient les équations 

3x — 2.jr — 3o = 8 — 2x — 6^, 
7^ — ^ + 7 = ^9 + X + 3jr. 
Ces équations, ramenées à la forme ar-|- &^ = c, deviendront 
5x + 4r = 38, 
6j: — i 7j = 22. 

Résolvant la première par rapport à j', quia le plus petit coef- 
ficient, on aura 

38— 5a: 

et substituant cette valeur dans la seconde , il viendra 

38— 5x 
6a:— 7X =aa U)> 

4 

ou a4x — a66 -f 35x = 88 , 

d'où X =: 6. 

Substituant cette valeur dans celle de^ trouvée plus haut, on 
aura 

38-5x6 
Y =» = a. 
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Ces valeurs de :ret de y devront satisfaire aux deui équations 
proposées.' 

38-5ar 

D*abord Téquationj^ == donnant j= a parla substi- 

4 
tulîon de j: = 6, e))e ne peut manquer d*étre satisfaite par ces 
valeurs. Mais on est parvenu à celle équation en faisant subir à la 
preraîère des proposées des transformations qni (n* 586^ rem. a) 
ne peuvent altérer les valeurs des inronnues x tty; donc ceile pre- 
mière équation sera satisfaite par les valeurs j: = 6, ^ == 2. 
£n second lieu, Féquaiion finale («e) doit éire satisfaite par la 

38—5^ 

valeur x r=^ 6 qu'elle a donnée (n^ 588). IVlais la fraction — : , 

4 
qui se trouve dans Téquation finale, est la valeur de y tirée de la 
première des pix>posées , laquelle doit se réduire à 3 par la suppo- 
sition de ^=6; il revientdoncau mémedefairea:= 6dans^é- 
quation (a), ou de faire j:=6,.r=a dans la seconde des proposées. 
Donc cette dernière équation sera aussi satisfaite par les valeurs 
j: = 6, ^ = 2. 

613. 3"* MÉTHODE. On multiplie tous les termes de la 
prem-ière équation par le coefficient dont l'inconnue qu'on 
veut éliminer est affectée dans la seconde j abstraction faite 
du signe (*)> et tous les termes de celle-ci par le coefficient 
de la même inconnue dans la première, abstraction faite du 
signes ce qui donne deux équations dans lesquelles cette in* 
connue a le même coefficient au signe près. Si ces deux coef- 
ficients ont des signes différents, on ajoute les deux nouvelles 
équations, ou on les retranche Vune de Vautre dans le cas 
contraire, et on obtient ainsi l'équation finale, au moyen de 



(^) 11 est bien entendu qu'on a d'abord ramené les deux équations à la 
forme ax-\r by =^ c. 

Tome II. 39 



226 lâSOL. OBS <QVAT. DU PBBM. ^EQ A 2 IHGOBHITBS 

laquelle on détermine la valeur de l'inconnue qui na pas été 
éliminée. Substituant cette valeur dans l'une des 'équations 
proposées, on en déduit là valeur de l'autre inconnue. 
Soient les équations 

Bx — 2^ = t , 
aj: -|- 7^ = 55. 

F.Iîmmons d*abord/, et pour cela multiplions toas les termes 
de la première équation par 7, et tous ceux de la seconde par 1 ; 
nous aurons 

SSx — i4r = 7 , 
^x + i4r = iio. 
Ajoutant ces deux équations, il i^iendra 

354: — i4r + 4^ + iV = 7 + iio, 
ou ^gx = 117, 

117 
d*où X = = 3 . 

39 

Mettant pour x cette valeur dans Tune des équations proposées, 
dans la première, par exemple, nous aurons i5 — a^r =1 , d'où il 
Tiendra j" =7. 

Il reste à démontrer que les valeurs jr = 3,^ = 7 doivent né- 
cessairement satisfaire aux deux équations proposées. 

Pour faciliter la démonstration , nous représenterons d'une ma- 
nière générale les deux équations proposées par A 



AV-^ (^)' 



et, de plus, nous représenterons par m le coefficient de Tune dfs 
inconnues dans Téqualion A^=B^ et par n le coefficient de celle 
même inconnue dans A = B. 

Multipliant les deux membres delà première équation par m, 
et les deux membres de la seconde par /i, nous aurons 

mA = iTiB 
/iA^== /iB'; 

et ajoutant ces deux dernières, il viendra 

//lA + /îA' = mB -f- ^^'* 
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Il s'agît dt; démontrer que Ton peut mettre cette éfjaation en 
place d'une des proposées, de la seconde, par exemple; ou, ce qui 
revient au même, que Ton peut remplacer le système /i) par le sys- 
tème / 
A = B, -1 / 

mlL + »A'= mîi + nh\ ]""f ^'*^* 

Ainsi que nous l'avons fait dans Fezemple ci-dç^sus. 

Pour cela, muhiplions la première équatîoiv^du système (a) par 
mi et de la seconde relrani bons Téqualion mk = mB qui résul- 
tera de cette opération ; nous aurons nK^ = n B\ 
on >^ = B^ 

Ainsi, de même que le système (a) est une conséquence du sys- 
tème (i), réciproquement le premier /ystcmc est une conséquence 
du second ; donc les valeurs dexet/àej' qui satisferont à lun de 
ces systèmes devront aussi satisfa!i?é à l'autre. 

Gela posé , remarquons que, 4bldb la marche que nous venons 
de suivre, les nombres m et n ^fant les coefficients de l'une des in- 
connues, cette inconnue dispaniitra néeessairement dans l'équation 
mA, -|- nk! =z mB -f- /iB'^ ainsi celte équa lion ne renfermera plus 
qu'une des inconnues, x , ^ar exemple. Donc si de cette équation 
on tire la valeur de x^ et $\ on la substitue dans A = B , on aura 
les valeurs de :r et de jr qni devront satisfaire au système (i») et par 
conséquent celles qui devront satisfaire au système (i), puisque 
d'après ce qui vient d'être dît, ces deux systèmes doivent admettre 
les mêmes valeurs de x el de ^. 

La démonstration que nous venons de donner paraît supposer 
que Ton ajoute toujours les deux équations après que l'une a été 
multipliée par m, et l'autre par 7^. Il est évident que l'on pourrait 
raisonner d'une manière analogue dans le cas où, iVaprès la mé- 
thode, on serait conduit à retrancher les deux équations Tune de 
l'autre après la multiplication. 

614. An lieu de substituer dans l'équation A = B la valeur de 
X tirée de l'équation finale mk + nk* = mB + /iB', on pour- 
rait éliminer x entre les équations A == B , A^ =3 B^, en opérant 
avec les coefficients de x comme on l'a fait avec ceux de y pour 
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éliminer celte inconnue (a** 613). Alors réqualion finale qA,^itipA. 
= ^B' dz qJi (*), ferait connaîtrez. 

Ainsi dans Texemple du n^ 613, multipliant la première équa- 
tion par 2, et la seconde par 5, II viendra 
lo^ — 4^ = a 
loa: -|-35lr= 275. ^ 

Retrancbant la première de la seconde, 
on aura ^qx ==273, 

d'où y = 1 , 

comme précédemment. 

Pour démontrer que la valeur de ^ trouvée de cette manière et 
celle de x quia été déterminée par rélîmînation de y, doivent né- 
cessairement satisfaire aux deux éqtialions proposées 1 reprenons 
le système 

A'=S' } <•>' 

et multiplions la première équation par le coefficient /» de x dans 
la seconde, et celle-ci par le coefficient q de cette même inconnue 
dans là première: nous aurons 

qK'=qW. 
Retranchant la première de ces deux nouvelles équations de It 
seconde, il viendra 

^k' — pk = ^B' — />B; 

et comme nous avons déjà obtenu (n*^ 613) d*une manière analogue 

mjL -|- /?A' = mB + nW , 
il en résulte que le système 

iTîA + 7/A' = ///B + /iB' ) .^. 

qfif—pH =qBf — pB I ^^ 

est une oonséquence du système (x). 



{*) Nous supposons que p 68l le coefficient de x dans la seconde équa- 
tion I et que q est celui de la même inconnue dans la première. 
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Si nous démontrons que la réciproque est vraie, c'est-à-dire, 
que le système (i) est aussi une conséquence du système (3), on sera 
certain qite les valeurs qui saiisfonl à ce dernier système satisfe* 
ront aussi au premier. 

Pour y parvenir, multiplions la première équation da système 
(3) par g et la seconde par /z, ce qui donnera 

mqhf + nqk' == mq^ -|- /i^B', 
nqh, — npK = nqW — iî/>B , 

et retranchons la seconde de ces nouvelles équations de la pre- 
mière, nous aurons 

mqk — npk = mq^ — np^ , 
ou {mq '•^np)k = (mq — •/?/^)B, 

on A = B. 

Multipliant encore la première des équations do système (3) par 
p et la seconde par m^ el ajoutant les deux résultats, nous aurons 

{mq + np)k' = {mq + np)B^f 
on A^ = B^ 

Ainsi, de même que le système (3) est une conséquence du sys- 
tème (i), réciproquement, le système (i)est une conséquence du 
système (3). Mais les nombres met n étant les coefficients dejr dans 
les équations proposées, et les nombresy et q étant les coefficients 
de X dans ces mêmes équations, la première dusysîème (3) ne con- 
tiendra plus ^, et la secondeneconiiendra plus jr, d*où il résulte 
que les valeurs données immédiatement par les équations du sys- 
tème (3), obienuescomme il a éîédil (n^^ôlS et 614), conviendront 
aux équations du système (x), c'est à-dire, aux proposées. 

Dans l'exemple que nous avons donné,|?a première équation da 
système (3) ayant été obtenue par voie d'addition , et la seconde 
par voie de soustraction, nous avons rédigé la démonstration con- 
formément à ces coud liions. On conçoit aisément que Ton pourra 
employer un raisonnement analogue, quelle que soit la manière 
dont on devra combiner les équations mA = 77?B et nkf = nB\ 
ainsi queles équaïions/^A =/7B er^A^= çB^ provenant de celles 
dn système (i), pour obtenir celles du système (3). 
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Bemieque. 1. Lorsque les coefficients de l'inconnue qu'on 
veut éliminer ont des facteurs communs, t opération peut se 
simplifier d'après ce qui a été dit (n« 206) pour trouver le 
plus petit nombre divisible par plusieurs nombres donnés. 

Soient les équations 

a4x — 7^ = a7. 
Pour rendre les coefficients de^ égaux entr'eux, il suffit de mal- 
tiplier tous les termes de )a seconde équation par 4« sans rien 
changer à ceux de la première; effectuant celle opération^ on aura 
i6x -|- %Sy = ii6, 
gSx — a8x = io8, 

d*où il vient, par addition, 

iixr == aa49 
et j: = a. 

Pour rendre les coefficients de x égaux entr*eux, il suffit de mut- 
tiplier la première des équations proposées par 3, et la seconde par 
3, ce qui donnera 

48x + 84^^ = 348, 
et 48j: — i4r = 54, 

d*oà il viendra, par soustraction, 

98^ = 294, 
et jr = 3. 

RxiiiRQiJB a. La méthode de réduction consistant à rendre égaux, 
dans les deux équations, les coefficients de l'inconnue qu'on veut 
éliminer, on peut, par fois, employer la division pour parvenir à 
ce but. 

Supposons que l'on veuille éliminer x dans les équations 

4ox + 8^ = 176, 
5a: + 4r == a8. 
On voit que si on divisait par 8 le coefficient de x dans la pre- 
mière équation , on aurait pour quotient ^ qui est le coefficient 



BiSOL. »S8 ÉQOAT. DU PBI«. VB6. A 2 nfCOIflTITSS. ' 231 

de X dans la seconde ; et comme toas les termes de la première 
équation sont des multiples de 8, on les divise par 8, ce qui donne 

Retranchant cette équation de la seconde des proposées, il vient 

ir= 6, 
d'où j^ = a. 

Remâbqus 3. La méthode de réduction est généralement préfé- 
rable aux deux premières qui donnent Heu à une équation renfer* 
mant des dénominateurs que Ton est obligé de faire disparaître* 
Cependant on peut employer avec avantage la méthode de substitu- 
tion «lorsqu'une des inconnues n'a pas de coefficient dans une des 
équations proposées, parce qu'alors le même inconvénient n'existe 
plus. 

Soient les équations 

^•^ + ^ = *7» 
t^x — 3r = 7- 
La première doniie ^ = 27 — Sx. 

Substituant cette valeur dans la seconde , on a 
kx — 81 + iSx = 7, 
d'où a: = 4. 

Substituant cette valeur de x dans celle de^, il vient 
r == 27 — a4 == 3. 

615. 4.'"* MÉTHODE. Après avoir ramené les deux équa- 
lions à la forme ai + by = c> on multiplie tous les termes 
de lune d'elles par une quantité littérale m ^ et on ajoute à 
l'autre Véquation qui résulte de cette multiplication^ puis on 
fait la somme algébrique de tous les termes en x , celle de 
tous les termes en y et celle de tous les termes connus, de la 
nouvelle équation. On supprime, dans cette dernière^ le terme 
qui contient inconnue qu'on veut éliminer, et dans Nquation 
finale, que l'on obtient de cette manière, on remplace la lettre 
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m par une vaieurde cette indéterminée, conclue d'une équation 
de condition que Con forme en égalant à zéro le coefficient 
de tinconnue dans le terme supprimé 
Soient les équations 

ax + Sj' = i3, 
5a: — a^ = 4* 
Si on moltipHela seconde par iti, elle deviendra 
6mx — * 2/ny === 4"»» 
quiy étant ajoulce à la première, donnera 

(a + 5m) ^ + (3 — am) j' == i3 -|^ 4''> («)• 

Il est évident que, si dans cette dernière équation, lemoltipli- 
catenr de tétait ôgal à zi^ro, le terme (a -|- Sm) x deviendrait nal 
(n^ 45, rem,), et que Téquation se réduirait à 

(3 — 2m) jr = i3.-|- 4/71, 
d*où il viendrait 

•^ "^ 3— am * 

Il s*agit donc de déterminer la valeur de m qui est susceptible 

de rendre le coefficient (a -f- 5//z)de x égal à zéro, c*esl à-dire, de 

résoudre, par rapport à m , réquai ion a -f- 5/n = o, cequidon- 

a 

nera m = . 

5 

Substituant cette valeur de m dans celle de jt, on trouvera 
a 65—8 

5 5 

Connaissant r, pour avoir x^ il suffira de remplacer ^ par sa 
Taleur dans une des équations proposées , dans la première, par 
exemple, qui deviendra 

aor + 3 X 3 = i3, 
d'où X = a. 



On pourrait ^lemenl dans l'équation (-) supposer 3—- am=30y 
"et alors elle se réduirait à 

(a -f- 5//î) j: 5=: 1 3 -|- 4/1?, 



^*où il viendrait 



3 



«t substituant dans celle ci la valeur m = lîrécde la nouvelle 

a 



^uatioD de condition 3 
i3+4X 


— a/7t =3 o , on aurait 
3 a6+ii 
a a 38 


a+5x 


3 4+'5 «9 
. a a 



comme ci- dessus. 



PROBLÈMES DU PRBBUBft DEGRÉ A DEUX INCONNUES. 



616. PaoBLÂME 1. Trouver deux nombres dont la somme soie 
76, et la différence 3a. 

Si on représente le plus petit des deux nombres cherchés par x^ 
€t lé plus grand par y^ on aura évidemment les deux équations 

y — ^ = 3a . 

Si on applique à ces deux équations une d^s méthodes d*éllmi- 
sfttioii qiii tiennent d*étre exposées, la troisième par exemple, on 
aura d'abord, par addition 

aj^ = io8 , 
d'où y ;=3 54 j 

ToMi IL 3o 



*0 é on retrancb« U seconde 4^ t^ première, il viendra 

SMT =3 44 f 

d*où ;r = aa. 

Si on substitue ces valeurs de x et de ^ dans les équations da 
problème, on aura 

64 + aa c=3 76^ 

54 — aac=s3a, 
ou 76 =3 76 et 3a 2= 3a, 

équations identiques. 

617. Pour obtenir une solution générale de toutes îes question» 
de cette espèce , nous énoncerons le problème de la manière sni- 
\anle : 

Trouver deux nombres dont la somme soU ^ et ta diffé- 
rence d. 

Représentant le plus petit des deux nombres pa^ x et le plu» 
grand par^, on aura les équations 

X — x^d ^ 
qui donneront, par addition f 

s-^d s d 

d'où. y = "" =» — 4" " > 

a 9 » 

et, par soustraction. 





ax =3 # — </, 




/ — d ê d 


d'où 


a a 3 


comme au n*" 591. 





618. Problème a. Trouver deux nombres positifs tels que 
le quintuple du premier ajouté au triple du second donne pour 
somme i4>ei que le quadruple du premier ajouté au double 
du second donne pour somme la. 



SI on rq>rë$ente la premier de ce« nombres par x et U second 
^pkt y^ les équations do problème seront 

4jf ^ a/ c=3 ia# 

Ces équations étant résolues par une des méthodes exposées 
(n^ 610, e# /ittV.) donneront 

Si on met ces valeurs en place de or et de j" dans les équations 
^ probHme ; on aura 5x4 + 3x«^»'^i4 et4X4 + 3( 
X — > es» i3i%ou ao — 6 e= i4 et i6 — 4 c=3 iî,ou i4 c=:i4 
^ I» e=3 1), équations identiques. Ainsi les nombres 4 et — «i sont 
bien les valeurs de;» et de^ dans les équations 5jr 4* ^ ^=^ '4 et 

4r 4* ^/ =9 '^ 

La valeur de m est la senle qui satisfiiBse en même temps aui 
équations et à l'énoncé de la question : la valeur de y^ qui satisfait 
aussi aux équations, étant négative, elle ne peut satisfaire à fénoncé, 
puisque Ton demandait deux nombres positifs. Mais si on compare 
les équations 5 X 4 + 3x — ac=3i4et4x4 + a X— a 
= la, ou(n* 125, a».), 5x4 — 3Xac=ni4et4x4 — a 
X a s=3 10, à celles du problème, on verra qu'au lieu d*ajouter le 
triple de la valeur absolue a de>^ au quintuple de x, ainsi que cela 
était indiqué dans l'équation 5jr4~^^=^ 14) on doit au contraire 
l'en retrancher ; et que, au lieu d'ajouter le double de la valeur ab- 
aolue a dey au quadruple de x^ comme cela était indiqué par la 
seconde équation, il faut aussi l'en retrancher. En sorte que, si au 
lieu d'écrire 6x-h 3/ «w i4 et 44f + V«=a ta, on éarit 5x — 3/ 
£39 1 4 et 4j;— >a/tB3ia,oa aura la traduction algébrique d'un pro» 
bUme possible, savoir \ tromer deuat mombres posUifi tels que é 
du quintuple du premier on retranche U tripte du seeond^ie reste 
soit i4; et que, si du quadn^le du premier on retramcAe le double 
du second, le reste soit i%. 

Effectivement, si on résout les équations 5x — - 3^" css 14 et 4;r 
-~ ay = la, on trouvera x s=a 4,^ s=3 a; valeurs qui satisfont à 
«es équations et à l'énoncé de la nouvelle ^jnestion. 

Ainsij la valeurnégativej trouvée pour y dons la fésolulien 
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du problème précédant , prouva que cê problème eft impos- 
sible, et, de plus, elle donne le moyen de lé rendre possible 
en conservant les mêmes données. Pour ceU , il suffit de 
changer ie signe de cette inconnue dans les équations du pro^ 
blême» 

619- PaoBLàMB 3. Trouver deux nombres entiers positifs 
tels que f si on ajoute le double du premier au triple du se- 
cond, la somnio soit 3, et que , si de i6 fois le premier on rt- 
tranche le triple du second, le resle soit 6. 

En représentant le premier de ces nombres par x, et le second 
par^, on aura les équations 

ajp + 3/ *= 3, 
i6x — 3^ eaa d. 

Ajoutant ces deux équations, il viendra 

iSx «a 9 , 

Substituant cette valeur dans la première équation, on aura 
I + 3/ =» 3 5 

3—1 a 

d*OM il viendra y es=> 1=3 . 

•^3 3 

Ce^ valeurs satisfont aux équations du problème , et ne satisfont 
point à renoncé. De même qu'au n* 1^, cela tient à ce que Ton n'a 
pu écrire dans les équations la condition que les nombres de* 
mandés devaient être entiers. 

620. pAOBLiHB 4. Un homme a deux sortes de pièces d'argent. 
20 pièces de la plus forte-espèce^ avec 35 pièces de la plus petite, 
font I ']0 francs, et 3S pièces de la plus forte espèce^ avec a8 pièces 
de la plus petite f font lâS firmes» On detnande la valeur des pièces 
de chaque espèce. 
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Représentons par x la valeur des pièces de la plus forte espèce, et 
par^ la valeur des autres pièces. 

30 pièces de x francs feront un nombre de francs représenté par 
aojr, et 35 pièces de>: francs feront un nombre de francs représenté 
par 3Sy. 

Pareillement, 36 pièces de x fratics vaudront 36x francs, et 28 
pièces de/ francs vaudront aSLr francs. 

Les équations du problème seront donc 

nox -f- 35^ = 170, 

36a: + aSjr = 2 36- 

Ces équations étant résolues donneront 

j:= 5, j- =2; 

en sorte que les pièces de la plusforte espèce seront des pièces de 5 
francs, et les autres des pièces de a francs. 

621. Paoblème 5 On a un mélange de deux sortes de 
matières j donc le volume j en centimètres cubes, est représenté 
par a> et dont le poids, en grammes, est représenté par b. Le 
centimètre cube du la première matière pèse c grammes j et le 
centimètre cube de la seconde matière pèse d grammes. On 
demande e&mbien il y a de centimètres cubes de chaque 
espèce de matière dans le mélange. 

Eeprésentons par x le nombre de centimètres cubes de la pre- 
mière matière, et par^^ le nombre de centimètres cubes de la seconde 
matière , que doit contenir le mélange, là première équation du 
problème sera 

j: -j-^ = a. 

Le centimètre cube de la première matière pesant c grammes , 
le poids de x centimètres cubes de cette matière sera çx grammes^ 
et le centimètre cube de la seconde matière pesant d grammes, le 
poids des J' ceatimètres cubes de cette matière sera dj^ grammes. Le 
poids total du mélange étant b grammes, la seconde équation sera 
donc ex '\- dr =i b. 
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La premUn équation x -^y «a a donne 

SobtlitoaDt celte talear de jr dans la seoonde, il TteBl 
c(a-^) + 4r = J, 
ou a# — ey ^ 4y c=s b^ 

on (</ *— c) j" B 6 ^-> oc, 

„ , b — €U 

a ou y es ■ I ■ ■ . 

Substituant cette valeur dans celle de jr, on a 

b — ac 



M ^m a — 



d — c 
éiJ— ac— i-j-tfc 

ad^b 



d — c 



699« Remarquons que si le mélange dont nous venons de re- 
prëienler le poids par b n'était composé que de la première ma- 
tière, soB poids serait exprimé par ac grammes, puisque ce volume 
est a centimètres cubes, et que le centimètre cube de la première 
■Mtière pèse c grammes. Pareillement, si ce même mélange n'était 
composé que de la seconde nutière, son poids serait cul grammes, 
puisque cbaque centimètre cube de la seconde matière pèse à 
grammes. 

D'après cette remarque, les formules 

ad — b b — ûfc 

dr^^Ki d — c 

trouvées précédemment, donneront la règle suivante, pour résoudre 
tontes les questions de cette espèce. 

1* Pour Iroui^er le nombre de parties de la première malien 
que contient le mélange , il faut calculer ce que pèserait ce 
mélange s'il n'était composé que de la seconde matière, r»- 
irancherde ce poids le poids réel du mélange, et diviser k 



} 
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r<B4ie par la différence dês pêsanieurs spécifiques (*) des deux 
nnaiières. 

2.® Pour trouver le nombre de parties de la seconde matière 
€fue contient te mélange, il faut calculer ce que pèserait ce 
wwiéiangej s'il n'était composé que de la première matière $ 
retrancher ce poids du poids réel du mélange , et diviser te 
reste par la différence des pesanteurs spécifiques des deum 
matières. 

N. B. Il est bon de renitrqaçr que, dan» )t règle que nous venons 

d*ënoncer, nous avons considéré tacitement |]a première matière 

comme ayant mie pesanteur spécifique plus grande que celle de la 

ad ^6 

seconde, quoique les dénominateurs des valeurs x c=3 , 

d—c 
h—ae 

y = paraissent supposer que ^ est plus grand que c. Maïs 

d—c 

avec un peu d'attention on verra que, si d est plus petit que c, la 

prodoit ad sera aussi plus petit que h\ donc, dans ce cas, les deux 

aà — h 
termes de là fraction ^ seront négatifs, et par eoMéqnent ta 

▼aleur de x sera positive. De même, quand d est plus petit que c, 

le produit ac est plus grand que 6, d*où il résulte que les deux 

b'-^ac 
termes de la fraction ■ sont aussi négatifs» et que fa valeur 

d — c 

de j est positive. 

La règle que nous venons d*énoncer est oonnae sous le nom de 

règle d* alliage. 



Xf) On appelle pesanteur spécifique d'une maiiSre ou d'une fubetanoe 
quelconque , le poids d'un volume déterminé de cette lubitance , pris pour 
unité de volume. Ainii, quand on dit que le centimètre cube d'une ceruine 
matière pèse 25 grammes , et que le centimètre cube d'une antre matière 
pèse 20 grammes ^ la pesanteur spécifique de la première matière est 2S 
grammes I et celle de la seconde est 20 grammes. 
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PROBLàMB DBS GOITRRIBRS, A DEUX ING0T9NIJES. 



R' A B R 



623. PaOBLàME 6. Deux courriers partent de deux villes 
A eu "B dont la distance est de d kilomètres. Le courrier A 
fait a kilomètres par heure j le courrier B en fait b et part 
h heures avant le courrier A. On demande le chemin qu'aura 
fait chacun des courriers lorsqu'ils se rencontreront. 

Nous avons déjà résolu ce problème (n^'601 et suiv,),àu moyen 
d*une équation à une seule inconnue ; nous allons le résoudra de 
nouveau , à Taide de deux équations à deux inconnues. 

Supposons que le point de rencontre soit en R, c*est-à dire, que 
les courriers marchent dans le sens AfiR , ce qui exige que a soit 
plus grand que 6 (n® 601). 

Représentons par x le chemin AR qu*aura fait le courrier A 
quand il sera en R, et par ^ le chemin BR qu*anra fait au même 
instant le courrier B. 

Les points de départ A et B étant distants Vun de Tautre de if 
kilomètres, il est évident que la première équation du problème 
sera 

X-^ jr z= d. 

Le courrier A faisant a kilomètres par heure, le nombre d*héurfs 
qull emploiera pour faire x kilomètre sera évidemment représenté 

X 

par ; et il est tout aussi facile de voir que le nombre d'heures 

a 

y 
que devra marcher le courrier B sera exprimé par -«^r- , Mais le 

h 
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courrier B part A h«oresa\tnt lautre, donc le temps.' surpas- 

h 

X 

sera de h heures le tettips , et par conséquent la seconde équa- 
tion sera 

Y X 

à a 

ou ay — ir == «M. 

Il s'agit donc de rendre les deui équations 
X —y = d , 
ay — bx^= abh, 
La première donne ;r xk ^ 4- ^ • 

Substituant dans la seconde, on a 



d*oà il vient 


{ah + d)b 
•^^- a-b • 




Substituant cette valeur de^ dans celle de x^ 


on a 




{^h + d)b 

x = d + -— , 

a— b 




ou 


{hh + d) a 

X == — ^ . 





On trouve donc ici pour :r et pour y les mêmes valeurs qui ont 
été trouvées, dans la même hypothèse, au n^ 601, pour «e et C qui 
représentaient les mêmes distances AR et BB. 

Il est aisé de voir que ces valeurs de :r et de ^ sont positives; car 
les numérateurs {ah + d)b et {bh + d)a sont essentiellemcnl'po. 
sitifs ; et, puisque, par hypothèse, on a a > i, le dénominateur 
commun a — » & est aussf positif. 

Si an lieu de supposer a > i, on supposait au contraire b> a^ 
le problème serait impossible, cVst- à-dire, que les courriers ne 
Tome IL 3, 
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pourraient jamais se rencontrer en marchant dans le sens ABR. 
Mais on conçoit aussi que si an lieu de supposer que Va route se 
fasse dans le sens ABR, on suppose qu^elle se fasse dans le sens B AR^ 
arlors les courriers se rencontreront en un certain point R^ situé 
aa-delà de A par rapport à B, puisque le courrier B qui est derrière 
l'autre a une vitesse b plus grande que a, ce qui est la condition 
nécessaire, sauf la restriction énoncée (n® 601, i®.). 

6^4. Supposons , par exemple, d = fj kilomètres, ^ = 8 
heures, ^ = 3 kilomètres, a =s a kilomètres* 
Substituant ces valeurs dans les formules 

{bh-i-d^a (ah+d)b 



on trouvera 



"b a — b 

(3x8 + i7)Xa 



2—3 



= -«a. 



(aX8+i7)x3 

et ^ :r= — = — 99- 

a— 3 

Ces valeurs étant substituées dans les équations du problème , 
qui, d'après les suppositions que nous venons de faire, deviennent 

^ — r == «7 

et -^ =8, 

3 a 

on aura — 8a — (— 99) =3 17 

on — Ba + 99 = 17 

et _ 33 + 4i = 8, 

ou Ï7 5=» 17 

et 8=8, 

équations identiques. 



cft 
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Ainsi les vaUurs négalÎTes — - 8a et *— 99 jLrouyéeê pour x eiy 

y ^ 

sati^nt aux équations.^ • — ^=217 et — = 8 , et ne 

S % 

salisfoot paint anr ooaditiDos de la question. Cardans les 8 heures 

qae le oimvicr B a d'tiTaiiee sut Tautre» il aura /bit a4 kilomètres; 

poisqv'il eq fait 3 par heure; et, comme la distance AB on «^ n'est 

que de 17 kilomètres, ce eourrier lera entre A et R\ è rmstant où 

le courrier A se mettra en route. Donc ce dernier ne pourra jamais 

joindre Tautre, puisqu^îl est derrière , et qull marche moins vite 

que lui. 

y X 

Mais si on compare les équations x —* y = 1 7 et — - •— 

.3a 

99 ^* 

= 8 aux équations — .8a + 99 =^7 *' "^^ — H = 8 qui 

3 a 

résultent delà substitution des valeurs a: =z: ^— 8a et^ = — • 99 
dans les premières, on verra que, pour rendre possible le problème 
qui a donné lieu à ces équations , il suffira de changer les signes 
des inconnues dans chacune d'elles ; et en a^t, si om opère ce chan- 
gement, ces équations deviendront 

y * ' 

— ^+r==^7«* —A = 8. 

3 fi . ., 

Si tyh résout ces dernifircs, on tronvcra . . 

. ^ = Sa, ^ = 1995 

valeurs positives qui satisfont aux nouvelles équations, et au pro- 
blème dont elles sont la traduction algébrique. 

La première équation — x -^^ y =■ 17 indique que la ren- 
contre des courriers doit avoir lieu au point R'f ou que les cour- 

y 

riers doivent marcher dï^ns^le ^ns BAR^; et la seconde — •— ^ 

3 

X . ^ 

-f.- — ^c=: 8 indique que ce n^est pas le courrier B qui doit avoir 
a 

l'avance sur Tantr/e^ et^ue, c'est au eaniraire Iccourrier A qui doit 

partir 8 heures ava|»t le courrier B. 
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6M. Ce dernier exemple et celai du n^ 6 18 suffisent pour faire 
Toir qoe les valears négatives que l'on trouve dans la résolution 
des problèmes du premier degré à deux inconnues proviennent 
de conditions^ impossibles, ou mal interprétées, dans l'énoncé de la 
question*; et , de même que dans les problèmes à une seule iacon- 
nne (n^597)^ ces solutions négatives font connaître ce que Ton doit 
faire pour rectifier l'énoncé de la question. 



DISCUSSION DBS ÉQUATIONS DU PRBMIl^R DBGRÉ 
A DEUX INGONNUBS. 



696. Soieet les équations 

ax -^ bjr = c , 

Quelle que soit la méthode que l'on emploiera pour rendre ces 
deux équations , on obtiendra les mêmes valeurs de x et àejr. 

Si on emploie la méthode du n® 610, par exemple, on aura sac- 
cessivement 

c — ax 





^ 


b ' 






cl 


—a'x 






V ' 




e'—a'x 


e — ax 






y "~ 


b 




bel - 


a'bx — 


■.Uc — 


aVx, 


(«*'- 


- a'b)x 


^b'c 


-bc'. 



(4 
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cHf—alh 



■CN 






\àb—a'h J 



h 
cVo—a'hc — eife-^-abcf 



b 
ahcf — <Jbc 
àb^—t/b 



b 

ae' — e^c 



aV — afb 



(«)• 



Remarque. Les valeurs de i et de j ont te même dénomi^ 
nateur ab' — > a'b , et pour chacune de ces inconnues , le nu- 
mérateur ne diffère du dénominateur commun qu'en ce que 
les coefficients de cette inconnue qui se trouvent dans le dé- 
nominateur sont remplacés par les termes connus c et d dans 
les termes correspondants du numérateur. 

627. Ces valeurs de x et de y sont des formules qui 
peu^^ent servir à trouver les valeurs des inconnues qui doivent 
satisfaire à un système de deux équations numériques quel- 
conques à deux inconnues. 

Soient les équations 5^ + S^* = 19 , 

7j: — 4j= 2. 

Si on compare les nombres qoe contiennent ces deux équations 
à cem qui sont représentés par les lettres a, by c, a', V^ codant 
les équations formulaires, on verra que, dans cet exemple» a b= 5^ 
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SobstiloâDt ces valeurs dant !•• formoles (i) et (a) da n^626, 
on tara pour la première , 



—4x19— 3xa 

X = , 

5X— 4-H7X3 


—76— S 
— ao — ai 


—8a 


et pour la seconde , 






5xa— 7X19 


10 — 133 


—41 


^ ~~ 5x— 4— 7X3 





Remarque. Les formules (i) «* {^) du n® 626 peuvenê 
encore servir à trouver les bateurs des inconnues, lorsqu'une 
des équations proposées ns contient qu'une seule inconnue. 
Soient les équations 5:r =: a5 , 

3* + a^ = a3. 
On a ici a s=» 5 , i =» o , c c= a$ , a' = 3 , i' = a , 
cf^23. 
On aura donc 

ax^S — 0X^3 5o 



5x» ^3xo ip 

et 

5xa3— 3xa5 40 



=: 5 



5xa— 3Xo 10 

Il est aisé de voir qu*il serait plus simple de prendre la valeur 
de X dans la première équation, et de la substituer dans la seconde, 
pourei^ conclure la valeur de^« 

Voyons maintenant ce que deviennent ces mêmes formules dans 
les différents cas qui peuvent se présenter. 

638. La discussion des formules (i) et (2) du n"" 6^6 se i^irit 
a trois cas principaux : 

1 .^ Celui dans lequel les deux termes de chacune des expressions 

fitafttioiv)<iirei ^ r-^ — «et — j. » ■ ■ ■ ont djcs. Araleurs luaflMb- 

aV — çJb aV — ah 

riques. 
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3.* Celoi dans lequel Us deux tenues de chacune de ces etptH^ 
sions sont égaux à zér&, en même temps. 

3.^ Celui dans lequel le déUominateur commun ab^ — a^b seul 
est égal à zéro/ 

629 • I.** CAS. Les taleurs x «a - — — — , y = — - 

ab^^-^b ay — atb 

satisfont toujours aux équations ax ^ bjr ^=s c^ a^x -|- 6^ s= c'. 

Cax si on lerspbttitoe dantla première, on aura 

(Vc — bc^ \ /'oc'— *fl'c \ 

ab'—a'b)^ Vaô'—a'ô / "^ "" 

qui se réduit à 

c = c ; 

et, si on les substitue dans la seconde y on aura , toutes réductions 
faites, c'r=xc'. 

Donc, lorsque les expressions b'c — bc', ac' ^-a'cefab' ^a'b 
auront des valeurs numériques, ou, ce qui revient au même, seront 
des quantités significatives finies , les valeurs trouvées pour z et 
pour y satisferont aux équations proposées. 

De plus, ces valeurs seront les seules qui pourront^ satisfaire. 

Car toute valeur de x qui , conjointement avec une valeur dc^, 

satisfait aux équations proposées doit aussi satisfaire à t*équation 

finale (a) (n^ 626), puisque cette équation exprime la condition 

nécessaire pour que j^ ait la même valeur dans les deux proposées. 

Or cette équation finale n*admet qu'une seele valeur pour x 

(ja? 589), qui substituée dans Tune ou dans Tautre des équations 

c — ax c' — d^x 
y = , y = , doit dontier la même valeur pour j^, 

b y 

puisque les stoénda nombres de ces deux équations so»t préoi* 
aémeot les deux. membres de Téquation finale. 

Ainsi, lorsqu'on ûura en même tempe ac' — a^e se n^ M — e'b 
= n et b'c — * bc' =p, (*) les inconnues xetj Ourwu des valeurs 



{*\m, n, pf «tant des quantités significatives finies. 



MÊÊménqmes qm satàsfenmt aux éqmiUUms proposées, ces équations 
mepommmt admeUre aucmm 4uttrc couple de vaieurs de x etde j, 
et pur eomséquau luptobième sera désennbsé. Si ces pâleurs sont 
posUhes, le problème qui aura dotmé Heu mux équations serti pos^ 
sibie, à moins qu'il ne renfisrme quelque condition qui n'aura pu 
être erprisnée atgêbriquanaU , et û n'aura qu'une seule so' 



630. 


a.**CAt. Si on a en même temps les relations 




aI/_a'b = o, 




b/c— 1k/ = o, 




mcf — t'c «= o , 


^ ^ -- 


bc — bc' ac ~a'c 


tjorm 


ia,/_./b''' M-*-h 




o o 
1= , y = , 

o 



c'ett-â-dire que hs inconnues z et j seront indéterminées 

Cette indétermination de x et de j peut se déduire des deux der- 
nières relationsyc — b</= oetSLcf — a^c= o seulement. Car ces 

Ibc^ acf 

relations donnent ^= ——— eta'= , ^alears qui étant 

c c 

sobttitoéei dans la teooodAA'jr-f- b^jr=zc' des équations forma- 
ac'x bc^jr 

laîres, la changent en 1 = </ , ou ac'x -f" ^'x 

c c 

= cc^fOnox-^ ^ = c ; d'où il résnlta que la seconde des équa- 
tions propoaéef ne diffère pas de la preaûère, lorsqna Ton a b'c 
-^ bc^ s= o et ac* — o^c = o. Il n'j a donc réellement, dans ce 
casi qn'nnc équation à deni inconnneS| et par conséqa^it (n* 607) 
k proMèmeest indéterminé. 

631 . Ilparait résulter de ce qui précède que les deux rtlatious 
b'c — bc' =0 e/ac'—a'c ne peuvent exister simultanément sans 



9<c^ /*o;i ait aussi ab' — a'b es o, puis({ue, si on pouvait avcnr a&^ 

o o 

a'5 =:n, il en résulterait nécessairement x =6= et ^ = , 

n n 

ou a: c=: o,j^ =o. C^est effectivement ce qui arrive touteà les fois 
^œ c n'est pas égal à zéro, car ta rclatibn ac' — aft; h^^o ûotmt 
a^c 

^r ._^ qjij ^igni 8«bstimée dans *'« — . ^' ca o 'donne 

-« 

^'c-— ■ ■ = «, ooti^c — «'ie«=n=o, o«<aA' — a'ft) «= o; 
a 4(( 

•d^où on peut conelure que si a a*cil pas é^ à aëro« il faudra que 

€ih' —> a' h c= o. Donc toii^ que c 17e xern /m7/ ira/, ia relation M 

— a'b s=3 o sera une conséquence nécessaire des deux autres rela^ 

-tiens ac' — a'c a o et Wc — bo' 2= o . 

634. Si c est égal à zéro, on né pourra pas conclure , comme 
précédemntent, que M — alh = o; puisque le facteur c étant 
nul, le produit {ah' — a'b)c que nous venons de trouver (n* 631) 
€st nul sans que l'autre facteur ^ — < cfb le soit (n^ 4{S, f«m.). 

Au restCi on peut remarquer que l'hypothèse c &= o change les 
relations ac' — * afc =3 o et Vc — ic^ =z o en ac' — • o = o et 
o — bc' =0, ou en ac' :=: o et o = i</, et que chacune de ces 
dernières donne c' s=3 o, puisque, sans cela, il faudrait, pour que 
les produits ac^ et bc' fussent nuls, que les coèfficientsiz et b fussent 
égaux à zéro en raéoM temps, ce qui ne peut être, oa alors Téqua- 
tion ax + fy c=i c n*eiisterait plus. Donc si c = o, on a aussi 
c' == o. 

D*après cela, les équations proposées sont de la forme a^ >f- by 

Vc — le' ac' — a/c 
= o et a'j: + b'Y^=o, et les valeurs x = ef r=: . 

o 
se réduisent à zéro, et non pas à — . 

o 
On voit donc que les deux relations ac' — ac' = o et b'c — bc' 
= o entraùientahf--^ a^b s=s optant que c n*est pas nul, et qu* alors 

ù o 

onax=i-^ ety fi= — , d*ott il résulte que le problême est indéter^' 
o o 

Tome IL 3a 
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miné. Mais quand ce=iO^ ef est aussi égal à zéro, eionaT =i o^j 

= o ^ ces valeurs satisfont auàe équations proposées qui deviennent 

ax -4- J'y = ®> *'* "f" ^'y = ^> et au problème tpii a donné lieu 

à ces équations. 

iSi <M» « b'c — 1k/ c=3 o, ab' y- t^b = n erac' — a^c =3 m » 

c 
9m aura évidetnmentT c= o. Déplus^ on mira j s= - — . 

b 

Ea effet, de la relation ^c — ôc' =3 o on tire c' = —, cl 

♦ b 

sabitttiiant cette valeur de </ dans la relation acl >~^ a^c aa m ^ 

abfc 

on trouve — de r= i7t ^ on aVc — dbc = mb , on (ai' 

b 

— dV^ = mb , 

d'où fl^ ^ a'6 = . 

c 

€ic^ — de 

La valeur r = devient donc 

•^ aV^db 

m me c 

mb mb b 

c 

c 
Les valeurs :r = o. r = -—-satisfont ëvideni&ent à Téquation 

b ^ 

ax -^- Iry = c, qui devient , dans ce cas , o -^ =c, ou c == c. 

b 

Ces mêmes valeurs satisfont aussi à la seconde équation dx 

+ b y = d^ qui devient, dans ce cas, o H c= c'. Car si on 

h 

b^ 

remplace V par sa valeur tirée de la relation Vc — * ic' = o, 

c 

il viendra 

hd c 

o -| — ^ — X = e\ ou c/ = c^. 

c b 
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On trouverait do la même manière qoe si on avait ac^ -—• a^c 

= o, ab' — a'b = « eibU — bc' = p , on aurait y = o , x 

c 
«3=3 f et que cês valeurs satineraient aux équations ax -1" b j 

a= C, a'x H- b'y = </• 

633. 3^ CAS. Si on a ab' — a'b c= o, ac/ ^-^ a'c = m ef Ve 
— « bc' s= p, ilef valeurs de x et dey deviendront évidemment 

h^c ^— bc^ ac' — "a'c 

«= ,yr= : — , 

o o 

G*est-à-dire qu'elles seront infinies (n* 302, a*.). 

On peut, À Taide des deux premières relations ab^ — ^a^b == o, 

ac^ — ^ a'c c=z m seulement , s'assurer que les valeurs de ^ et de^ 

sont infinies. 

a^b a^c + m 

Car ees relations donnent V = et <?'= , v^ora 

a a 

qui étant substituées dans la seconde des équations formulaires, la 

' a^hy a^e -}- ''* 
changent en a^x H =a ' , 

a a 

ou ' 

aa'x + a^l^ 5= a'c + nt, ou a^{ax + ^) = ^'^ 4" "^ t 
en sorte que les deux équations proposées deviennent ax + Iry 
== c et a'{ax + Iry) = aV + m .Or il est facile de voir que ces 
deux équations sont incompatibles, ou bien ^ qu'elles ne peuvent 
exister en même temps, puisque le premier membre de la seconde 
est égal au produit du premier membre de la première multiplié ' 
par a^, et que le second membre de la seconde est composé du 
produit du -second membre de la première multiplié par a^, et d'une 
certaine quantité m. Il ne peut donc exister ni pour x ni pour x 
aucune valeur finie qui satisfasse à la fois aux deux équations; doù 
il résulte que :i: et ^ sont infinis , et que le problème qui a donné 
lieu aux deux équations est impossible. 

634« Il est bon de faire ici une remarque analogue à celle da 
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n' 631 : c'est quç ^ relation b'c — bc' = p e/* iiwe conséquence 
nécessaire des deux premières ab' — a'b = o e/ac' — a'c == m. 

En effet, la. première de ces deox relations donne a* =■ , ^a* 

aàfc 

leur qoi, substituée dans la seconde, la change en ac' = m^ 

b 

ou flic' — ah'c ^=:^ mbt oa a(bc' — i'r) =: mb d*où il vient â^ 

mb 

— b^c^- , 

a 

OU 

b'e — bcf =^ , 

a 

qui D*est autre chose que la troisième relation b'c — bc^ =z p {^^ 

b'e — bc^ ac^ — a'c 

635. Les valeurs infinies-ii =3 > e/ y =3 sac 

o o 

tis/ont auxi équations ax -f- by «= ce/a'x 4" î>'y = c'. 

Car ces valeurs seront de signes contraires , e'esC-à-dire que si 

on a X =: 00 1 0° aura j* r=2 —- oo , et par conséquent les équations 



(^ Pour cclaircir ce que nous venons de dire^ prenons les équations 
6x + H^ = 48 el 3jr + 4^ = 17 , e( comparons les coëfficicnls numériques 
aux lettres a, b, c, a, 6*, c des équations formulaires^ ce qui donnera a= 6, 
5 =» 8 , c = 48, a* = 3, b*=^ 4 et c' = 17. Les relations générales ah* — a*b^f^, 
ac* — a*C =) m et b*c — fcc* = p deviendront donc ici 6X4 — 3X8 = 0, 
6X17 — 3X48 »— 42et4x 48— 8 Xl7»56,d'oii il résulte que, 
dans ca exemple ,m=» — 42 etp = 56. 

•-bm 

Si on substitue les valeurs de m et de a dans la relation b*c -^ bc'= 

a 
qui a été déduite de afr* — a*^ = et de ac' — ûV = m , il viendra 
__8X(— 42) 336 

b'c — bc » = = 56 - p. 

6 6 
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proposées deviendront ^ XOO + ift X (—00 ) = c cl a'x oo 

-+- ^' X ( — 00 ) =i c/, ou a X 00 — b X 00 =^ c et a' X OO 

— -i&'X 00=3 £/, ouoo — 00 = cetx — 00 = c^,oaoo<=^00 

—I* c et 00 = 00 + ^9 égalités vraies, d'après ce qui a été dit 

(n^SOt.i^.). 

b'c — bc' 

U reste à démontrer que les valeurs x = — *■■ et jr 

o 

oc' — a^e 

sont de signes contraires. 



o 

Pour cela, nous remarquerons que si x eit positif^ il faudra que 

L'c b'c 

Yon 9\ib'c > ^c^d'où il viendra (n*» 319) - — > <?', ou c' < , 

b b 

ah'c 

€t par conséquent ac^ < , d*où il viendra abc^ < ab^c^ 

b 

Mais la relation ah' -^ oJb s= o donne ab* =: a^b^ donc on 
aura aussi abc^ < a[bcy ou ad ^ < a^c ; d'où il résulte que le nu- 
mérateur ac^ ^* a^c de la valeur de x ««r* négatif. Donc quand x 
= -f- 00 , on a^ z=» — 00 , et on démontrerait de même que si y 
=: -f- ^ ) on doit avoir a:=^— « 00 • Donc, ainsi que nousTavons 
avancé, les vecteurs infimes de ^ et de -^ sont toujours de signes con* 
traires. 

636. RÉCIPROQUE DU 1^' CAS. Lofsque la seconde équation 

ne sera pas une conséquence de la première, et que ces deux 

équations ne seront pas incompatibles, on obtiendra toujours 

pour 1 et pouf j des valeurs finies et déterminées. 

a 

Car si ces valeurs étaient de la forme , les deux équations 

o 

seraient incompatibles (n^ 633) , ce qui est contre la deuxième 

partie de la supposition. Si les valeurs de o: et de ^ é(aiepit de la 

o 
forme — , la seconde équation serait une conséquence de la prc* 

o 

mière (n^ 630), ce qui est contre la première partie de la suppo- 
sition. 



637. Réciproque oo a.** càB. Siia seconde. équaii<ut est um^ 
conséquence de la première , ou, e^ qui reviciit au même » si ie 
probième esi indéterminé, les valeurs de \ et de -j seront imléter^ 
minées» 

Car s'il n'en était pas ainsi , cet Taleort seraient déterminëei oo 
infinies: dans le premier cas, le problème serait déterminé 
( n? 629) , ce qui est contre la soppoiition ; et dans le second cas , 
le problème serait impossible ( n* 633 } , ce qni est encore contra 
la supposition. 

638» Rkciproque dv 3."** cas. Si les deux équations sont in- 
compatibles, ou, ce qui revient au même, si le problème est im^ 
possible , les valeurs de x et de -y seront infimes. 

Car s'il n'en était pas ainsi , ces valeors seraient déterminées on 
indéterminées: dans le premier cas, le problème serait possible 
(n® 629} , ce qui est contre la supposition; et dans le second, il 
serait indéterminé (n® 630), ce qui est encore contre la suppo- 
sition« 

639. Nous terminerons cette discussion par le» remarques sui- 
vantes; 

I .® Si la valeur de x est une quantité finie et déterminée, 
il en sera de même pour y» 

c — ax 

Car l'équation ax + by = c donne ^ = , valeur qui 

b 
ne ^eut devenir infinie qu'autant que x sera lui-piéme infini, à 
moins que b ne spit égal à zéro. Or cette supposition n'est point 
admissible, puisqu'alors la première équation ne conlMndnit 
plus^ ; donc Ja valeur dey ne peut être infinie tant que celle de:r 

ne Test pas. Il est tout aussi facile de voir que la valeur j^ = ■ 

b 

o 

ne peut devenir qu'autant que & = o ; donc la valeur de j^ 

o 

sera une quantité finie et déterminée, ainsi que x. 



i 



&.<^ «S'a &f valeur de i ei/ infinie , il en sera ée même 
pour j. 

Car û X est infini , le numératear c — ax Ae la valeur de y 
sera infini , et par conséquent y sera aassi infini , mais il aora un 
signe contraire à celui de ^ ( n^ 635). 

3.® Si la valeur de x est indéterminée , il en sera de même 

pour j. 

Car pour chaque valeur particulière de j; , il viendra nccessai* 

c — ax 
rement une valeur pour^ = >* • 

640. En résumant tout ce qui a été dit sur les t^uations et 
sur les problèmes du premier degré à deux inconnues, on re* 
connait : 

1®. Que deux équations du premier degré à deux incon* 
nues ne peuvent admettre qu'un seul couple de valeurs de 
1 et de j qui satisfassent à ces deux équations (n^ 629). 

2®. Que si les valeurs trouvées pour les inconnues sont po* 
sitives, le problème qui a donné lieu aux équations est pos" 
sibUs et les valeurs des inconnues satisfont à l'énoncé de la 
question, à moins que cet énoncé ne renferme quelque coït-» 
dit ion qui n'aura pu être exprimée algébriquement (n® 619). 

3**. Que toute valeur négative trouvée pour une des incon^ 
nues indique généralement quelque condition impossible , ou 
mal interprétée, dans l'énoncé de la question; et que l'on 
rend cette condition possible, en prenant, les données, ou quel- 
ques-unes d'elles, dans des acceptions contraires (ï\° 618). 

4^. Que si les valeurs des inconnues se présentent sous 

a 
la firme -^ , les équations proposées sont incompatibles^ et 
o 

le problème est impossible (n^ 633) . 
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6^. Que it /ei valeurs des inconnues ie fnésenUnt sinjis la 

o 
forme *— ^ les deux éijnations sont une conséquence Vune de 

Vautre, et le problème est indéterminé (n® 680), sauf la res- 
triction (n» 302, 7».). 



RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES. 



641. Pour résoudre une équation du premier degré à trois 
inconnues; il faut d'abord la ramener à la forme ax -j- bj 
-|- CK s=3 d; puis on la résout par rapport à l'une des incon- 
nues, en opérant comme si tout le reste était connu, ce qui 
donne la valeur de cette inconnue en fonction des deux autres. 
On attribue ensuite à ces deux dernières inconnues des va^ 
leurs numériques arbitraires , que l'on substitue dans la 
valeur trouvée pour la première, et on a ainsi une valeur 
de cette inconnue, qui, conjointement avec les valeurs arbi- 
traires attribuées aux deux autres , satisfait à l'équation 
proposée. 

Sait Téqnatlon Sx + i^jr — az = a4. 

Résolvant cette équttion par rapport à :r , on a 

6 
Il est évident qae Ton ne pourra obtenir pour x une valeur na- 
mérîque si on ne commence par attribuer à y^ et k z des valeurs 
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arbitraires : si donc oh suppose , par eiemple, ^ == 4 , z = 5, et 

si on substitue ces valeurs dans celle de x , on aura 

a4-— 16-I-10 

X =3 _ = 3. 

6 

En sorte que le système de valeurs ar=3,^ = 4»«==5 
devra satisfaire à Téquation proposée; et en effet, si on substitue 
ces valeurs dans Téquation Sx -^ ^jr — a« = i4 telle deviendra 
6 X3 + 4X4 — «X5 = a4, ou a4 «= a4, équation 
identique. 

Mais an liea de supposer ^ =3 4 , s =s 5 , on aurait pu faire 
toute antre supposition qui aurait donné une autre vakurdex,et 
par conséquent // existe id^ coin me au n® 607, une infinité de 
systèmes de valeurs de x, dey et de % qui satisfont a réqftatiom 
6x -J- 4y — 3UJ = a4# €fà renoncé du problème dont elle est la 
tradition algébrique, d*où il résulte que ce problème est indéter- 
miné. Comme au n® 608^ le nombre de solutions peut-être limité 
par certaines conditions de V énoncé , qui n* auront pu être exprimées 
algébriquement. 

642. Quand on a deux équations à trois inconnues« on râmèno 
la résolution de ces équations è celle d'une seule équation à deux 
inconnues: pour cela, on résout les deux équations proposées, 
par rapport à une même inconnue, à z, par exemple, et on égale 
les deux valeurs de 1, ce qui donne une équation à deux inconnues^ 
quif étant résolue, comme il a été dit (n* 607), donne plusieurs 
couples de valeurs pour z et pour y. Ces valeurs de x et de y étant 
substituées dans Vune des valeurs de z en fonction de ces deux 
derrùères^ déterminent autant de vahurs numériques pour z, qui, 
conjointement avec les valeurs de x et de y, satisjbnt aux équations 
proposées. Dans ce cai , le prokléme qui a donné lieu aux deux 
équations est encore indéterminé. 
Soient les équations 

4a: -|- aj^ -|" * = aS, 
IX + 3;^ -|- 2z = a8. 
Ces équations donnent 

« = aS — t\x — %y ^ 
ToMB II. 33 
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a8 — 2x — 3^ 

et z = ■ " ■ . 

a 

Egalant ces deux Taleiirs, on a 

aS— ax — 3jr 

•5 — 4Jr — a^ = — , 

a 

d'où il vient (n*» 607) 

^ = aa — Sx, 

Si on suppose maintenant que x= 3, il en résultera^ = 4; et 
par la substitution de ces deux valeurs dans Tune des valeurs de z, 
dans la première, par exemple, on aura 2r=a5 — ta — 8, oo 
s =3 5; en sorte que Tun des sfitèmes de valeurs qui satisferont 
aux équations proposées sera x =3, jr =4, 2 = 5. 

Mais au lieu de supposer ;r =3,on pouvait attribuera x toute 
autre valeur, d*où il serait résulté pour^, et par suite pour 2, des 
va}eurs différentes de cdles qui ont été trouvées par la première 
supposition ; donc , tant que Von n*aura qtte deux équations à 
trois inconnues, ces deux équations pourront être satisjaites par 
plusieurs systèmes de valeurs, et le problême qui aura donne lieu 
à ces deux équations sera indéterminé. 

643. Mais si à ces deux équations on en joint une Iroi'- 
sième qui renferme seulement une ou deux des trois inconnues, 
alors il n'y aura, en général, qu'un système de valeurs pour 
les inconnues, et le problème sera généralement déterminé. 
Soient les équations 

ax -+■ l^ -{- cz =? d, 
a'x+b'jr+cfit= d^. 
Joignons à ce système une troisième équation mz=n: alors 
le système 

ûw: + ^ + c2 = ^, 
afx + Vy + clz:=^df, 
mz = n 
ne pourra, généralement, admettre qu*un seul système de valeurs 
pour x^yeX 2. 
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Car Téqaation mz^^n ne peut donner pour z qu*une seule valeur 

n X . 

(n** 889) qui est , et cette valeur substituée dans les deux pre- 

m 

mières les change en 

t.71 



et 



m 



ax -{- by = d "^ 



et afx + Vy^= d' 



en 

m 

dn 



m 



qui ne peuvent généralement admettre pour x et pour^ qu*un seul 
couple de valeurs (n° 629 et suiv,) 

On peut aussi adjoindre aux deux équations proposées une troi- 
sième équation de même forme, que Ton représente ordinairement 
par ù!^x 4- ^ V + c"« = ^", et alors le système des trois équa- 
tions 

ax + ^ + cz r=i d^ 

a'x + i^r + c^z = d', 

aftx H- b'ff + c"z = d^' 

devient aussi, en général, la traduction algébrique dHin problème 
déterminé. Ces équations étant résolues, donnent pour :r,^ et z un 
seul système de valeurs qui satisfont aux équations et à l'énoncé du 
problème qui donnerait lieu à ces équations, sauf les Cas d*exception 
analogues à ceux qui ont été établis pour un système de deux équa- 
tions à deux inconnues. 
Voyons donc comment on peut résoudre ces trois équations. 

644. Pour résoudre un système de trois équations à trois 
inconnues^ on les ramènera d'abord à la forme ax + by -f" cz 
=== â, puis , on résoudra chacune d'elles par rapport à une 



n 
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même inconnue,' par rapport à z, par exempte. On égalera 
une des valeurs de z h chacune des deux autres ^ ce qui don- 
nera deux équations à deux inconnues , que L'on résoudra par 
rapport à fune de ces inconnues, par rapport à j 9 par 
ëxempie, et on aura ainsi deux valeurs de y. Egalant ces deux 
valeurs, on aura une équation à une inconnue , qui sera té" 
quation finale^ et qui étant résolue , fera connaître x. Subs- 
tituant cette valeur dans fune des valeurs de j en fonction 
de IL , on connaîtra y ; enfin substituant les valeurs de z et 
de j dans une de celles de z en fonctions de x et de j^ on aura 
la valeur de z. 

Soient les éqot lions 

4x — 3^ + a« = la , (1), 

ax + i^ — 3» = ao (a)» 

3a:— a^-r-. «= 5 (^. 

Ces équations donnent 

z = (4)» 

a 

* =« - — T w» 

% =z Sx — ^ — 5 . . . .' • . . (6). 

Egalant la troisième valeur de 2 à cbacone des denx autres, on 9 

la— 4x+3r , . 

3^ — ar — 5 = (7) 

a 

2x+4r — ao 
et 3r-ar-5 = ^ (8), 

ou 6x — 4^-^10 = «a — 4^ + 3^ . V. (9) 

et gx — Sy — i5= «or -|- 4jy — ao ... (lo). 

Rësohant ces deux dernières par rapport a jr, on troave 

lox — aa 
jr = , .• 0*)^ 

7 
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y 


7H-5 

lO 


Kgalani 


ces tleuï 


valeur*, on a 




lojf— lî T^H-^ 



7 ï* 

qui. élSEir rësoEuef donne 

Subaïîïuaai cette valeur âans Tune des valeurs dej, danf la se- 

7X5+5 

conde^par eseraplc^il vkiit j =^ ;== 4. 

10 

Metlant Cïi place de .r clde r leurs valeurs 4 et 5 dam U troi* 
«iême valeur de z^ qui esl la plus simple, on trouve 

3 = 3x5 — ^x4 — 5 = 3. 

Ou a donc le sjslème de valeur» ^=^5,j=^ 4, % =^ a. 

Ces vatetirs deifranl ^a tu faire oux éifuatiQns proposées , 
et elles seront /ej sentes t^ui jouiront de cette propri^lé^ 

D'abord, la valeur 5 de X| tirde de Véquatlon finale (a) est la seule 
qui puisse satisfaire â cette équalion (n*^ 589). Cet lu valeur subi- 
lituée dans l'une ou dans l'autre des valeurs de jr doit donner le 
iséme résultat, puisque, tîiant tirée deTéquation (œ), elle doit satis- 
faire Â cette équation, dont tes deur membres sont précisément les 
deux valeurs (11) et (iï) de^dont il s'agit. 

Cela posé, lea valeurs jr ^ 5, j = 4 devront satisfaire aui équa- 
tions (7) et (8), puisqu'elle* satisfont à (11) et (jî) qui sont dé- 
duites de ces deuK dernières, et elles seront les seules qui pourront 
y satisfaire. 

De pluj, ces mêmes valeurs substituées dans chacune des trots 
vakurs de :: devront donner le même résultat, puisque les équations 
(7) et (8) expriment les conditions nécessaires pour que £ ait la 
même valeur dans les trois proposées. Il n'y aura donc pour $ 
qu'une seule et mfme valeur qui devra , conjointement avec tes 
vaUurs uniques Jt^^S, ^^^4^ satisfaire aux équations (4)^ (^) et 
^6^f et pftr conséquent aux pra|>osées, dont cellcs*lâ sont des consi>- 
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quences, el qui, réciproquement, sont aussi des conséquences des 
équations (4), (5) et' (6) , ce qui est fficile à voir, en chassant les 
dénominateurs, et en transposant toutes Its inconnues dans le pre- 
mier membre. 

N. B. Ce qu*on vient de dire, relativement aux valeurs de or, dejr 
et de z, suppose que les équations ne sont ni incompatibles, ni des 
conséquences les unes des autres. 

645. On peut encore résoudre un système de trois équations à 
trois inconnues par des procédés analogues à ceux qui ont été 
exposés (n^' GIS, 613 et 615). Nous allons appliquer successivement 
ces divers procédés au système d*équations que nous Tenoiis 
de résoudre par la méthode de comparaison. 

MiTHODS 0£ Substitution. Soient les équations 

4* — 3j- -|- a^ = 12 ♦ . . , (i 3), 

aor 4" 4^ — 3z = ao (i 4), 

• 3a: — aj^ — z == 5 (i5). 

L*équation (i5) donne 

a r= 3a: — a/ — 5 ,: (16). 

Substituant cette valeur dans(i3) et (i4)» il vient 
4^ — 3^ -|- a (Sx — 2^ — 5) == 12 
et aj: + ^ — 3 (3x — » 2j- — 5) = ao , 

ou ioj: — 7j^ =3 22 (17) 

et 10^ — 7x 3= 5 (18). 

Prenant la valeur de a: dans IVquation (17), on a 

a2-f-7J^ 
a? = '^ ^ , . . • • 

10 
et substituant dans (18), il vient 

ior--7Xf -— )=^5, 

PU Siy == ao4, 



(«9). 
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d'où j^=3 4 ;., (20). t 

Substituant cette valeur daos (19), on trouve 

_ aa-f7X4 _ Jo^ _ 

10 10 

Enfin, substituant les valeurs de ^ et de j^ dans (16), on a 

z = 3x 5 — a X4 — 5=2 (22) 

On trouve donc ici pour :r, ^ et z les mêmes valeurs qu'au 
»• 644. 

646 • MÉTHODE DE Bi&DUGTioN. Soît cncorc le Système 

4a: — • 3;^ -j- 22 = 12 (a3), 

a^ + ^ — 3z = ao (24), 

3j; — a^ — • 2 = 5 ..... . (a5). 

Eliminons d'abord z qui a les plus petits coefficients, et, pour 
cela, multiplions les deux termesde chaque équation parle produit 
des coefficients de z dans chacune des deux autres; nous aurons 

i2x — 9y + 62 = 36 (aS), 

4^ + 8^ — 6z = 40 (27), 

iBx — 1 2^ *— 6z = 3o (28). 

Ajoutant (26) et (27), et retranchant (28) de (27), il viendra 

i6x — j = 76 (29). 

— ^140: + 20^ = 10 (3o). 

Dans ces deux dernières équations, nous allons éliminer^, dont 
lecoëfficient est Tuniié dans l'équation (29), et pour cela, nous mul- 
tiplierons les deux membres de cette équation par 20, ce qui 
donnera 

3aoj: — ao^ = i5ao, 

et ajoutant celle-ci k (3o), nous aurons 

3o6;c = i53o 

i53o ,_ . 

d'où x = -—- = 6 (3i) 

3o6 



^ 
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Substituant cette ytlenr dans (29), il vient 
16 X 5 —^ = 76, 
d'où ^ «= 80 — 76 = 4 (3a). 

Enfin substituant les valeurs (3f) et (3a) dans (aS), nous 
aurons 

3 X 5 — 2X4—2 = 5, 

d'où 

z = i5 — 8 — 5=a (33), 

comme par les deux premières méthodes. 

11 est facile de voir, par cet exemple , combien la méthode de 
réduction est expéditive, surtout quand on sait bien choisir Tin- 
connue que Ton doit éliminer. 

647. MÉTBODi DBS iHDiTBBMilrÉBs. Soil toujours le système 
d*équations 

4jr ~ 37- 4. a« = la (34), 

aa: -f- 4^ — 3z r= ao .... * (35), 

3x — a^ — z == 5 (36). 

Multipliant ^a première par m, la seconde par /», et faisant la 
somme des deux résultats et de Téquation (36), on aura 
(4/71 + 2/1 -4- 3) jc — (3/71 — 4/1 + a) j -j- (aw — 3ii — i) « 

= mm -|- 20/1 -|" 5 (37)- 

Maintenant si on pose 

4ot + 2/1 4- 3 = o (38) , 

et 3/» — 4« + a=3 0... (39), 

on aura les conditions nécessaires pour que Téquation (37) se ré- 
duise à 

(a/w — 3/î — i)a = I2WI + ao« -f- 5, 

qui donnera 

I2/7I+20W+5 

z x=: ^ . 

2/71— 3/1 — I 
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Substituant dans cette dernière les valeurs iw = — ^i el/i=: 

I 

' • tirées de (38) «t de (3q) , 

on trouvera 2 = a. 

Faisant 4w + 2/1 + 3 = o (40) 

«^ 2WÏ — 3/1 — I = o (4,) ^ 

r^qnation (87) se réduira à 

— (3/w — 4« -f a) j- = 12»! + 20« + 5 , 
^ui donnera 

I2/7t-f-20/l-f 5 

— 3/71 -|- 4^1 — a 
cl substituant dans celle-ci les valeurs /w = — . et « = — 

déduite» de (40) et de (41) , on aura 

r == 4. 
FaîsaBi enfin — (3/w — 411 + 2) = o. .•.,.. (4a) 

€t a/n — 3/1 ~ X =t=5 -.(43), 

réquation (87) se réduira à 

(4»t -f a» + 3)j: = lam -(- ao/« + 5, 
qui donnera 

1 2/724-2 O/Z+S 
ar = ; 

4»H-2/2-f-3 
et remplaçant rn et /i par leurs valeurs déduites de (42) et (43) , on 
trouvera x =z 5. 

On a donc encore le système de valeurs 

^ = 5, j- = 4, «== a, 
comme par les autres méthodes. 

648. Il est facile de voir que les diverses méthodes d élimina « 
tion qui ont été exposées pour deux équations à deux inconnues 
et pour trois équations à trois inconnues, peuvent s'appliquer 
ToMR IL 34 
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.nombre m d'équations qui contiendront le même nombre m d*iii- 
connues. 

Ainsi, four résoudre un système de m équations à m in^ 
connues, par la méthode de substitution, par exemple» on 
prendra dans l'une de ces équations la valeur d'une des in- 
connues^ en opérant comme si tout le reste était connu, et 
substituant cette valeur dans chacune des autres équations , 
on n'aura plus que (m — i) équations à (m — i^ inconnues. 
On résoudra une de celles-ci par rapport à l*une de ses in^ 
connues j on substituera la valeur troui;ée pour cette inconnue 
dans chacune des autres équations du nouveau système , et on 
naura plus que (m — i) équations à (m --^ 2) inconnues. 
On continuera de la même manière , jus qu à ce qu'on soit 
nrrivé à une seule équation à une seule inconnue , qui sera 
ê'équation finale, et qui fera connaître la valeur numérique 
de cette dernière inconnue. On remontera ensuite successif 
vement jusqu'à l'une des équations à2j à^, eXc* inconnues, qui 
ont été obtenues par les éliminations successrçes , et enfui à 
l*une des m proposées ce qui fera connaître les valeurs de 
toutes les inconnues qui auront été ékminées. 



DISCUSSION DES ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ 
A PLUSIEURS INCONNUES. 



649. Soient les équations 

ax +bjr -^ cz ^= d (i) , 

a'*+ Vy-^^ cff.= df (%) , 

a'^x^ Vfy^ cl's^ df' > (3)- 

Quelle que 9oit la méthode qu'on suivra pour réioudre cessas* 



tioBS, on trooTcra toujours les méinct valeurs d« :r , de j^^l de 2 ; 
UAais an lien d'employer littéralement un des procédés cUdessus 
exposés , OD pourra , pour rendre les calculs plus £Kiles^ mettra 
€leuae des équations, (1) et (a) , par exemple, sous la forme sui- 
vante: 

«J? + ir = ^ — c% • (4) t 

û'x+ A'^==€?— c'«....,.» (5). 

Considérant s comme ooe quantité connue, on détendra les va* 
leurs de or et de^ en remplaçant les lettres c et c' par «? «-— C9 et 
d' — c^z dans les formules (i) e| (a) du n^ 

On aura 

X = -. , 

ab'~afà 



7 = 



h'd~bd!Mpc*—b(c)z 



(6). 



ad — a^d\{cJc — flc')a 

^-^ at^-^b ^'^- 

Substituant ces valeurs dans Téquation (3) , elle ne renfermera 
pins que Finconnue z , et on en déduira 



(8). 



aya^'-^U^df\a'b'^d—a'bâ}^'\'a}^bdf>-^^^b'd 
^^ ab'c"^~^l^fc'-\-atb^tc'-a*bc^f^aHé'-^uf^¥c 
Substituant cette valeur dans (6) et (7) , on trouvera 
dbfc"^db'fcf-+ dfb"c—dfbcff+d'fbc^^d^bfe 
ab'c^''-Hib^fcf'\-a'b^fo-^'bc*f'\-a''bc^^af'bfc ^''^ 

et 

ad^cff^^dffç^+qfdffo^^'dc^'^'a^fdcf'^af'd'c 

^ "^ ab*c^f^-^b^'d'\'a'b^^O'--a'bc^'^a^'bçf'--<i^*bfc 



(10). 
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B.EttA:EQUE. Les valeurs de x^ de j et de z ont te même dé^ 
nominateur , et , pour chacune de ces inconnues j te numéra- 
teur ne diffère du dénominateur commun quen ce que tes 
coefficients de cette inconnu» qui se trouvent dans le dénomi- 
nateur sont remplacés par les termes connus à^à' et ô!^ f dans 
les termes correspondants du numérateur. 

650* Les vaieurs dei, de j et de z sont des formutes qui 
peuvent servir à trouver les valeurs des inconnues, dans un 
système de trois équations numériques à trois inconnues^ 
Soient let équations 

4ar — 3/ + a« = la ....*.. (i i), 

^x -f- 4^ — 3« «=3 ao (ia% 

Sx — ay — a = 5 (i3)* 

Si on compare les nombres contenus dans ces équations à eenx 
qui sont représentés par les lettres dans les équations formulaires, 
on Terra que , dans cet exemple, a =i i^ b = — ^^ c = ql , d 
= la, a' = a, i' = 4, c' = — 3 , €f^ = ao, a'' =3, J'' = 

Substituant donc ces valeurs dans les formules (S), (9) et (xo) 
du n* 649, on aura pour la première 

4x4x5-4x-axao4-ax-axia-ax-3x5+3x-3xao-3x4xia 

4x4x-i-4x-ax-3+ax-ax2-ax-3x-i+3x-3x-3— 3x4xa 

80 + 160 — 48 + 3q — 180 — 144 

—16 — a4 — 8 — 6 -f- a7 — a4 

— 10a "* 



— 5i 
Substituant les mêmes valeurs dans la formule (9), on trouvera 
— a55 
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EnfiD, fttibstilyaot emcore les mêmes valeurs dans (lo)» on aura 
— ao4 



r=' 



5i 



Remarquk. On pourrait encore, àVaide des formules (S)^ (cj) et 
(lo) «/tf /i" 649, détertniner les valeurs des inconnues, si une ou 
deux des équations ne renfermaient que deux des inconnues. Cela 
serait encore possible , si une des équations ne renfermait qu*ane 
seule inconnue; maison conçoit aisément que, dam ce dernier cas, 
il serait bien plus simple de déduire la valeur de cette inconnue 
de l* équation même. 

Si deux des équations ne contenaient qu'une seule inconnue, les 
Jbnnules du n® 649 ne pourraient plus être employées à la dèter^ 
mination de ces incormues. Si ces deux équations rertfertnaient des 
inconnues différentes^ chacune d'elles ferait cormaître la valeur de 
son inconnue , et en substituant ces valeurs dans la troisième 
équation, on aurait la troisième inconnue; mais si ces deux équa* 
tiens renferment la même inconnue, celle-là seule pourra être 4é^ 
terminée, si tant est que les équations ne soient pas incompatibles. 
Car si ces équations ne sont pas contradictoires , elles seront une 
conséquence Tune de l'autre, et, par conséquent, on n'aurait alors 
réellement que deux éqoatkos pour déteminer trois inconiaies. 

651. Par des raisonnements analogues à ceux qui ont été em- 
ployés pour deux équations à deux inconnues, on peut établir ici , 
pour un système de trois équations à trois inconnues, et en .général, 
pour m équations à m inconnues^ des théofèmes analogues à ceux 
qui ont été exposés (n^ 629 et suiv.) 

Les propriétés énoncées (n® 659} font exception k ce que nous 
menons de dire. Dans un système -de plus de deux équations à plus 
de deux incormues , il peut arriver que les incormues ne soient pas 
toutes infinies ou toutes indéterminées^ 
Soient les équations 

ax '\' l(y '^ cz =! d^ 
a'x + b^y + c'z = d\ 
a"x -h b^'y + c'fz = dff. 
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Les valeurs des inconnues de ce systèine ont lootes le néme déna- 
minateur (n*^ 649^ rem.)^ en sorte que, si on représente ce dënomi- 
nateur par D, on aura 

on D = û (5'c"— 5'VO + û' (ô"c— Je") + a" (Je'— ô'c), 

on D = i (û^'c'— «'c'O + b' (ac"^a"c) + J" (a'c— acQ, 

oo I> = c {a'b^'—a^flf) + c' {al^b^-aV') + c'^ {ahf—a'b) . 

Si on suppose que ft^c^ — J"c' =» o, et quei'V— * bc*' i=! o, 

on en déduira c'' = , et par conséquent i"c — ■ 

V y 

= o, et l/y^c — . W'c' = o, d'où ô'c — bév=i o, ou Je' — ^ J'c=o; 
en sorte que le dénominateur commun D se réduira "a zéro. 

Le numérateur de la valeur de jr se formant (n* 649 , nsm^ à 
Taide du dénominateur D, en changeant seulement les coefficients 
û, d, a" de X en rf, df^éÛ\ il sera donc 

^(£/c" -- We) + £^ (6"e -^ Je") + €/" (Je' — J'e), 
ç*est-fà»dire, zéro, et on aura par conséquent 

o 

o 

Mais pour-^ et z^ les oniiiémiefirt «• ae réduiront pas k ftéro, à 
moins que Ton n 'établisse de nouvelles hypothèses. Car pour former 
le numérateur de la valeur de j^, par exemple, il faut changer 6, b\ 
J" en d^ dJ ^ dJ\ et on aura pour ce numérateur 

d{a^fcf ~ a'c^) + df {acff — a"e) + d^f {afc ~ at/), 
qui ne peut devenir nul que par les nouvelles hypothèses û'V 
—• aV = o et oe'' ^-* aJ'c = o, d'où on déduirait a'c — oe' 
= o. 

Ainsi, a moins que l'on n'ait les nouvelles relations a"e^ — a'c" 
= 0, ac" ^-^a^^c = o, la valeur dé^ sera infinie, et il en sera de 
même pour a, à moins que Ton n'ait a'J"— a"ô' ==0 et û"J — fl3" 
= o , d'où ay — ^ a' J c= o. 

n résulte donc de là que lorsque le nombre des équations surpasse 
2, les inconnues peuvent ne pas être toutes infinies, ou toutes indé' 
terminées. 
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0S2. «S/ on a m équations ^ m -f- n inconnues, te problème qui 
mura donné iieu à ces équaiioms sera indéterminé. 

Car on pourra toujours tirer des/» équations la valeur desiTi pre« 
mières inconnues en fonction des n dernières, et par conséquent on 
ne pourra obtenir de valeurs n u mer îq^ues pour les//i premières in- 
connues, qu*eu attribuant des valeurs arbitraires à chacune des n 
dernières. Or il est évident que pour chaque système de valeurs ar- 
bitraires qu'on attribuera aux /? dernières inconnues, il résultera 
des valeurs différentes pour chacune des m premières, et que tous 
les systèmes de valeurs des (//i-j- /z) inconnues satisferont aux équa- 
tions proposées, et à Ténoncé de la question. 

Au reste, le nombre de solutions pourra être limité par certaines 
conditions, comme dans les problèmes à deux inconnues. 

655. Si te nombre des inconnues étant in, le nombre des équa * 
lions est m -|- n, le problême sera parfois possible, parfois indé^ 
terminé, et quelques fois impossible, 

1® Si les valeurs des inconnues qui satisfont aux m pre- 
mières équations satisfont aussi auùL n derntèréSj le problème 
sera éi^idemment possible» 

a* Si parmi les (m -^n) équations, il s'en trouve plus de n qui 
ÉOhemdes cons^uences des autres, i\ y aura réellement moins d'é- 
qwations qne d'inoonnacs, «t par conséquent (n^ 652) le problème 
sera indéterminée 

3«® Si lesiksleurs qui satisfont aUx m premières ^nations ne sa» 
tis/bni pas à toutes les auttes^ il y aura dfiaéquatiopjS qui se|:;Qa^ 
incompatibles, et par coMéquent le problème sera impossibUi 

Il reste maiottnant à lairt voir que eet trois fiircoostaoces peuvent 
se présenter. 

Supposons d*abord que fou ait un système de m équations à m 
inconnues, qui admettent un système de valeurs r == ce ,j^ =: ^ , 
z = 7/, etc, on pourra toujours former une (w-j-i)"® équation qui 
•era satisfaite par ces mêmes valeurs. 

Pour cela, dans Féquation formulaire ax -^ by-^-cz-^ 

= ky on remplacera les inconnues x^jr^ z, .' , par les valeurs 
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a^ €^ y, * de ces incommes dans les m équations données , 

et on donnera ensuite des valeurs arbitraires /i,j9, q^ aux 

coëffidents a^b^c, ..... ce qui fera connaître la valeur à donner 
au nombre ^. 

La nouvel le équation sera donc 

n^ + p^-^-qy + ^ ^. 

ou nx -|-/?^-[- qz-^ = it, 

d*où 

/i (a: — et) 4- p (r — 6) + g (z ^ 7) + etc . . c . . . . =^ o , 
équation qui est évidemment satisfaite par le système de valeurs 

On pourrait former de la même manière une (i7i-|-2).>"^ équation, 
une {m + 3)."" et ainsi de suite. Donc i.® dans un système de 
(m-|-n) équation à m inconnues, il peut arriver que les valeurs de 
Sydey, €le z, etc. ^ qui satisfont aux m premières satisjassent aussi 
aux n det mères, et dans ce cas, le problème est possible. 

a.® Si pour former les nouvelles équations, on donnait aux coef- 
ficients a, &,£,... . des valeurs qui fussent les mêmes multiples des 
coefficients correspondants de Tune des m premières y toutes les 
nouvelles équations seraient des conséquences de celle-là; et si 
parmi les m premières, il s*en trouvait une seule qui fàt une con- 
séquence de Tune des (//t— ^ i) autres, il n'y aurait réellement que 
(tn-—* i) équations à m inconnues, et par conséquent le problème 
serait indéterminé. 

3®. Enfin , si on donnait à Tune des nouvelles équations pour 
second membre un nombre k' plus petit ou plus grand que na 

H~/^ -^ ^ -^ onk^ il est clair que cette nouvelle équation 

serait incompatible avec les m premières, et que le problème serait 
impossible. 



j 
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MBMÂEQUBS SUR LA COMPOSITION DES EXPEBSÇIONS 
FiMlMULAiaBS DES INGONNUBS. 



'^61U. Dt réifûatioii fonnolaire do premier degré k oae seule 

b 

inconoae ox = & , on tire x «a: ; 

a 

d'où Ton voit que fa valeur de Vinconnue est une expression frac- 
tionnmre qui n pour dénominateur le coefficient 9l de Vinconnue, et 
pour numérateur le terme connu b. 

Les équations a* + i^ = « , a'x + k'y =3 d donnent 
(n« 626) 



•et 7 



ab**'^b àb ^~^a'b 

que Ton peut écrire ainsi 

cb''^*bc^ ac''—ca^ 



et^ 6= 



En examinant ces nouvelles expressions, on voit qatpour oh' 
êenir le dénominateur commun M -^ ba^, il faut former les deux 
permutations ab et ba des deux lettres a e^ b (n^ 527) , les sé^ 
parer par le signe — , el dormer un accent à chaque seeonde 
lettre. 

Le numérateur de la valeur de chaque inconnue se forme du 
dénominateur, en changeant le coefficient de cette inconnue en le 
terme connu, sans rien changer aux accents, ainsi que bous Tavons 
déjà remarqué au n® 6^6^ 

Les valeurs trouvées (n^ 649) pour les inconnues dsns Us trois 
ToueH. 35 
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éqaatioDS ax -^ âjr -{- cz =3 d , a^x + b'y + Jzxs=i ^ ^ af'x 
+ b'^y + c'^z = d" peuvent s'écrire de la manière soÎTantes 
db'c^f—dc'b^'^ cd^h^'—td^c"^ hc^d'f^cbfdff 

adfc'f—ac'd!'-}'Ca'dff—da^c'f-^dc'a"—cdfa" 
^ ^ abfc'f^ac'b'f'\-ca^h'f—ha'c'f^bc^a"-^b'a" ' 
aVd^f—a^b'f+dafb^l—bafdl'+bdfa^f^db'JI 
*^ ab'c^f—ae'b^*+ca'b^'^~4>afc^'^bc'af'^-^b'Jf * 
Od toit done que pour obtenir le dénominaieur eomnwn 
des expressions formulaires des inconnues , il faut former 
les S permutations des 3 letttes a, b, c (n* 327) ^ les écrire 
à la suite les unes des autres p en leur donnant alternative' 
ment le signe -i-et le signe *^, et donner un accent à chaque 
seconde lettre et deux à chaque troisièmi^. 

Quant au nunkérateur de la valeur de chaque inconnue , t7 
se forme encore du dénominateur, en changeant le coefficient 
de cette inconnue en le terme connu, et en conservant les 
accents , ainsi que nous favons remarqué au n^ 649. 
Pour 4 équations à 4 inconnnes 

ax -^ by -{- cz -}- dt =t e , 
a^x + by + c^z + dU == e^ , 
affx+ by+ c"*+ d'ft=^ e" , 
a"'x-^b'f^r+ c"'H'dffft=e'f' , 
On intfodidra le quatrième coëffkient à à touêes les places , em 
commençant par la droite , dans chacune des 6 permutations 
+ abc , -^ aeb , -|- cab , -^ bac , -f> bca , -*« oba des 1 pre^ 
mieres lettres a , b , c, e/i ayant soin de remarquer que pour 
+ abc -v /■ + abcd — abdc + adbc — datKS 
-*. aeb j l — acbd + acdb — adcb + daeb 
+ cab / ! + cabd — cadb + cdab — dcab 
- bac [ ''^'■^''^^^ j ^ bacd + badc ^ bdae + dbac 
^ bca \ f + bcad — . bcda -h bdea — dbai 
cba y > *-^ cbad + cbda -— cdba + dcba. 
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Om éerim ces 94 permuiaiUmi des 4 ieUres tt^h^e^à sur wm 
wnéme ligne , chacune avec son signe , puis on affectera chaque se^ 
eonde lettre d'un accent, chaque troisième lettre de deux accents^ 
et chaque quatrième de trois. On aura ainsi le dénominateur 
c€»nmun des valeurs de x ^ de j^ de z et de t. 

Pour former le numérateur dex^on écrira de nouveau le déno^ 
minateur, tm changeant tous les a en e ^ sans rien changer aux 
accents. 

Pour 7,0/1 changera lesh ene^ pour b , on changera les cène ^ 
et pour X^lesàem^ 

Pour 5 équations à 5 inconnues, on ferait passer le 5."** coèffl" 
cient e par toutes les places dans chacune des a 4 permutations 
des 4 premières lettres a , b , c , d , et quant au signe dont cha» 
cune des permutations de 5 lettres devra être affectée , on le re^ 
connaîtrait par unprocédé analogue à cehU que nous venons d'em^ 
ployer pour les permutations de 4 Uttrts; on affecterait chaque 
seconde lettre d'un accerU, chaque troisième de u , chaque qua^ 
triême de 3 et chaque cinquième de 4* Et ainsi de suite* 

Les procédés que nous Tenons d'indiquer sont justifiés pcHr les 
▼•lents tronvées p^r les intonones pi^r la résolution même des 
équations , lorsque leur nombre ne surpasse pas S. Pour un plus 
grand nombre d*éqaations^ on pouiraît encore employer la réso- 
lution de ces équations pour démontrer le procédé, mais ce moyen 
serait eitréroement long et laborieux ; c'est pourquoi nous renver-> 
rons à la démonstration donnée par M. de la Place , dans les mé* 
moires de TA^cadémie des Sciences, année 177a. Cette démonstra- 
tion nous a paru trop compliquée pour être donnée dans ces 
éléments. 



f : >* t 
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LIVRE TREIZIÈME. 

Équations du second (kgré. 



BiSOLVJlOn DBS ÉQUATIONS DU SBCOUD DEGEÉ A 
UNB 8BULB IlKK>lflfUB. 



658. Pour résoudre une équation du second degré à une seule 
inconnue, qui ne contient pas la première puissance de cette in- 
connue, il faudra d*abord la ramener à la forme x' ssa^ et pour 
cela, après avoir fait disparaître lesdénoiiiiDatears,s*il s'en ti-ouve, 
oo fera passer dans le premier membre tous les termes affectés da 
carré de l'inconnue, et tous les termes connus dans le second ; puis 
après avoir fait la somme algébrique dans chaque membre, <fti di- 
visera de part et d'autre par le coefficient de x*. Extrayant ensuite 
la racine carrée de chaque membre, on aura (n* 125, 6.® récip.) 

j: s= it \/a , 

formule qui contient toutes les solutions de la question dont l'é- 
quation proposée est la traduction algébrique. 
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Soit réqaation 3jp» — 14 =sr x* -f 70. 

On aara snccetsiTement • 



9»»- 


-4a 


= 


a*« 


+ 


aïo 


9*»- 


-a*» 


■= 


aïo 


+ 4a 




7*» 


= 


aSa 








«» 


= 


a5a 

7 


= 


36 



X =» zfc v/36 

L'éqoation proposée a donc deux racines, qui sont 

dr s=5 6y X «SI — 6* 

Cfaacane de ees taTeors de x sitisftiit ëvideniiii^t à lallation 
jt* =s 36, et par conséquent à la proposée (n® 586, rem. !i)« 

RsiuaQus t . De mette q«e la raehie carrée de 36 est ±6, cAU 
de x^ doit^étredb x $ es soHe qnt aoni a^iews dé écrire 

dix«±6, 
d*oii il serait venu 

-|-^«» + ^*4*^'=^*~*^»"**^=^'^^9 — 4r = + 6. 
UêS^ en examinant les deux dernières de ces 4 équationa, on 
voit qae si on diange ks sîgaês (n® 589 , râm^), elles deviennent 
-^xs=s + 6, el-|*^«»'-*-6 ; lesdenx dernières éqn«tÀons re- 
viennent donc aux deux premièi^, et e*eiit pourquoi il est imiAUe 
de fxire précéder la racine du premier membre du double signe ih« 

RsxARQUB a. Il peut arriver que, après avoir. ramené Téqualion 
à la forme x' 1= a, le terme en x* soit négatif; dans ^ oas, 0/1 
changera les signes départ et d^autre, et on terminera comme ci^ 
dessus^ 

Soit réquation 4^' + i5 «= 7^* -j- 63» 



n 



t78 

j 


KiiOlr. 


»Et É^kt, 99 tf€. 


M*. A 


DM MM^HW. 


On 


aura succetsivement 










4x« - 7^' « 


63 — 


I5. 






-3a^ = 


48, 








-^- 


48^ 
3 "" 


i6. 


Changeant let 


«ignM, il Tiendra 










*»=.- 


•6, 





d'où X «s ±1 v/ — i6 . 

656. Lorsque, comme dans l'exemple précédent , on est 
conduit à extraire la racine carrée d'une quantité négatii^e , 
on peut conclure que le problème qui a donné lieu à f équation 
est impossible» 

Cur une quantité pégutiT* n« peut a^air 4e raôna ourrëe 
(n* 123, %\). 

On ne doit peu, néanmoins, regarder comme inutile la consiéé' 
naki^ des racines cannées d^s gmnêkêés mé§gmtifHSi U arriT«> par 
fois, qn'nne qocatign» qao i qtt t {iMsiJbk» »'a<)aiet de solution q«'i 
l'aide de pareilles eipretsions^ et cet eipressiont étant combinées 
d'après certaines lois , on Toit disparaître Fabsurdité et on obtient 
un résultat réel. 

Les ei pressions algébriques qni contiennent d'une manière quel- 
conque la racine d'un degré pair d'une quantité nég^KiTe , se 
Comment quanti^s imaginaires ; il serait peut-être plus esact de 
les noosmer expressions imaginaires, ou symboles imaginaires^ 
^puisque ce ne sont pas des quantités. 

RsMAmQUB !• Les racines imaginaireis satisfont à Véquation d*où 
eilet^rdpienmemt, 

GsRe équation donne (n"* 611») 

ar«=5+ y/— .a ,xm^^\/^a . 
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Si on substitue la valêor positive -j" \/^ --- ^ ^^^^ réquation 
proposée, on aura 

oa (n* 101) — az=:^^ a y 

équation identique. 

Pareillement, si on substitue la Taleor n<^gativ< — ^— «4Mif 
l'équation or* = — a^ elle deviendra encore — a = — «, puisque 

(n« 123, 6<».) on a nécessairement ( — \/ — a) = V+ \/ — «y , 

Resaequ£ 2. La double valeur x =: it \/'— 16 trouvéc(n* 655, 
/ejB»« a), peut sf mettre sous la forme or s=a zt 4 \/— i • 



Car \/— 1 6 = v/i6 X — x 

ou (n^ 334) 

V/— 16 = V^iô X V/— ^ 

=x 4 X \/--^- 

Tïous allons maintenant passer à la résolution de Téquatioa 
complète du second degré à une inconnue, et pour arriver immé* 
diateroent à des conséquences générales, dods traiterons d*abord 
réquation formulaire de ce degré (n^ 583), qpe nous mettrons au- 
paravant soiu la forme x' -f- px -f ^r = o , en divisant tons les 

b c 

termei par tf, et en failant easnite -— - =/> et — = q . 

a a 

C?37. Soit réquation x* -f />j: + ^ 3=3 o (1) • 

Faisant passer le terme connu ^dans le second membre, réqua- 
tion deviendra 

Hoû» temarquérônd dVkbord que les deut termes dn preilrîer 
««kibft se som antre diose que les d^nt premiers termes du carré 
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d*nn binôme, dont \t pfemier terme est x, et dont le second ternie 

P / P \^ P^ 

est ;car (n? 151, i*".) on a ( x ^ ) ==:x*+P^H 

% va/ 4 

Donc si on ajonte à chacun des membres de Téqnation x^ -|- pjc 

P^ 
K3 — ^ la quantité , le premier membre deviendra un carré 

4 
parfaitietonaura 



P* P^ 
JT» + px -I = q, 

4 4 



on 



('+t)'-t-' « 

Extrayant la racine carrée de chaque membre « il viendra 

'^t-=^\/t-' -^'^' 

d'où (no 588) 



en sorte que Ton a les deux valeurs 



a les deux valeurs 

-f+^^^- 



(4) 



Ces deux valeurs satisfaisant a Téquation (3), elles ne pourront 
manquier de satisfaire à Téquation (a), et par conséquent à la pro- 
posée. On peut encore s*en convaincre en substituant dans l'équa- 
tion (i) les valeurs (4) et (5), ce qui la réduira kg = ç, équation 
identique. De là on peut condure que toute équation complète du 
second degré à une inconnue a deux racines, ou admet deux va- 
leurs pour l'inconnue . Il est d'ailleurs facile de voir qWH ne pemt 



p 

^ ^n avoir d'autre, puUqcié d'»prè« l'équalion (a),« 4- • — ^^««t 

a 

la racine carrée de — q, l'équation (3) doit donner toutes 

4 
les valeurs dej:, et que (n* 589) celte équation ne pent avoir qae 
les deux racinea (4) et (5). 

^ ' ' ' 658. On pourrait demander comment il arrive qu'une éqna~/ 
tion do second degré è une inconnue admette deux racines, ou 
deux valeurs pour cette inconnue. 

Pour expliquer ce fait, nous remarquerons qo*un« équation est 
toujours la traduction algébrique d*un problème qui, en termes gé« 
néraux, peut être énoncé ainsi : . 

7 Toui^er le nombre, ou tes nombres qui, combinés de telle 
manière avec telles quantités connues, donnent tel résultat. 

Or si l'énoncé du problème renferme deux quantités inconnues, 
il arrivera de deux choses l'une : on cet énoncé n'indiquera aucune 
relation directe.entre les deux quantités chercbées, et alors il faudra 
les représenter par des lettres différentes, ce qui conduira aux 
équations à plus d'une inconnue; ou bien les deux quantités cher- 
chées seront fonction l'une de Fautre, et alors on pourra encore les 
représenter par deux lettres différentes , mais on pourra aussi se 
contenter d'une seule lettre, comme dans Texemple suivant : 

Trouver deux nombres dont la somme fo/Yp, et dont le produit 
soit q. 

Si on représente par x le premier de ces deux nombres, il est 
évident que, d'après les conditions de l'énoncé, le second pourra 

être représenté parp — j:, ou par — * . 

X 

Admettons donc que les deux nombres cherchés sont xeXp — x. 
La seconde condition du problème donnera l'équation x (p '^ x) 
= q^onpx — JT* = 7, ou j:* - — ^^ + ^ = Oj ^^ comme d'ail- 
leurs on ne pent écrire algébriquement que ^ est plustôt le premier 
des nombres demandés que le second, il faudra nécessairement que 
l'équation x^ — j^.r -|* ç = o les fasse connaître tous deux. Donc 
Tome II. ' 36 
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si on prend Ton des nombres troairés par la résolotion de œlte 
équation pour Talenr de celui qui a été représenté par x, l'autTs 

q 

sera la valeur de celui qui était représenté par p — ^r» on par — • 

X 

Mais réquation générale dn second degré ^' -j- /^^x- -f- 9 =3 g 
n*est autre chose que la traduction algébrique d*un problème de 
cette espèce. En effet, si on représente par x^ et x^' les deux valeurs 
(4) et (^) trouvées pour x au n* 657, on aura 



.'=-'• + 



et 






Ajoutant ces deux valeurs, on trouvera 
x' + x^t =^—pi 
et si on les multiplie, il viendra 

-=(-^_^i/Fo(-f-i/r') 

=?-fi/^'^vr'-(i/f^)(i/f^ 

4 4 

= 9 

On voit donc que la somme des deux valeurs de x trouvées au 
n^ 657 est — p , et que leur produit est ç , ou que Féqualion x* 
J^~px -{-q^^oe^lla traduction algébrique du problème : trouver 
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€§0mx nombres dont la somme soit -^ p , ^^ dont le produit soit q. 
£t en effet, si on met ce problème en équation comme nous l'avons 
fait lont*à Theure, c'est-àdîre, si on représente le premier nombre 
par x^ lé second sera — ;' — or , et par conséquent 6n aura pour 
éqiiÉlion x (— • p — *ar) = q ^ on ^^ px -^ x^ == q , ovL x^ 4" 
/^^ 4- ^ S3S o. Donc enfin Féqnation x^ + p^ + q acfaaet nécei^ 
saîreraent deui racines. 

BEMAm^UB 1. 11 résulte évidemment de ce qui précède, que, 
dans toute équation complète du second degré à une inconnue, 
ie multiplicateur p de i est la somme des deux racines prises 
avec des signes contraires, et que le troisième terme q de 
V équation e$$ le produit de ces mêmes racines; ou ce^ui re- 
vient au même : «S*! un trinôme du second deçré i* + px + q 
est égal à zéro , il eacisU i4H/tfours pour x dmm valeurs , dont 
ia somme est le coefficient p de x pris avec un signe con^ 
iraire , et dont le produit est le troisième terme q du tri-- 
nôtne. 

Remarque a. Dans la question précédente, on pourrait repré« 

q 

•enter la seconde inconnue par , et alors par la condition que 

x 

q 
la somme des deux nombres cherchés est — - p, on aurait x + --^ 

X 

s= — p • d'où il viendrait j:* -|- 9 = — p jr , on x* + px 
+ q = o. 

Rew ABQUi 3. On pourrait encore représenter une des inconanes 
par X et Tautre par y , et alors on aurait les deux équations 

orjr c=t q , 

dont une seule est du second degré (n^ 580). 

La première donne ^ =: — - p — x\ substituant cette valeur 
dans la seconde, il vient 'x{ — p — ^)==^» 
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oa — x' — px = 7 , 

€>« ;r'-[- j?jr -j- ^ = a. 

DoRC tm^ équation camplèU du second degré à une in- 
connue peul être considérée comme le résuUnt de l'éUminaH^n 
entre deum équaiions , dont l'une exprime le somme de demc 
nombres, eê l'autre leur produit» Mlle est f équation finale à 
laquelle conduit le système de tes deux équations, et l'énoncé 
du problème se trouve éerii algSriquemeut dans cette équa- 
tion finale^ qui renferme les deux conditions du problème, 
tandis que ckatune des équations primitives x + y == — p 
et ly :=s9q nen renferme quune* 

RBiTAtQUs 4* Lcf relations jp' -{^ a^^ ^^ -^ p et x'xP s= q 
donnont éTÎdenuBtiit les eonséquenees fuiirantes: 

1.® Si une équation du second degré à une inconnue na 
pas de »*** terme, la somme dès deux racines est égale à 
zéro , ou , ce qui revient au même , dans toute équation de 
la forme i* + ? «=" 0| i!6.f deux racines sont égales et de signes 
contraires. 

2.® •Si le troisième terme q de l'équation x* + pi + q = o 
est zéro , il y aura nécessairement une des racines égale à 
zéro , et réciproquement, 

3.® La seconde racine sera aussi égale à zéro , si on a en 
même temps p c^s o. 

659. Si a est une des racines de l'équation x* + px -j- ^ 
=3 o , /« premier membre sera divisible par le binôme x — ^ a. 

Car a étant racine de Fëquation :r' 4" P*^ + 9^ = o» ^'^^^^ 
équation devra être satisfaite en y mettant a au lieu de x-y ainsi » 
on doit avoir 

a^ +pa '\- q =0, 
d'où il vient ^ = — a^ — pa. 



1 
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Remplaçant q par cette Taltar dans la proposée , on aura 
x^ + jtx -^ a* — • pa =3* o , 
on jf* — «' + f (jf -— a) c=« o ,. 

o» (j + a){x — «) + p(jc ~ a) = G , 

oo (jT -{- a 4* r) (^ "^ ^) ^^^^^ ^ » 

dont le premier oiembre est éYÎdetnmcBl divisible par jp *-^ a. 

Remarque t. L-équation (;r -f- a 4- f) (' *~* ^) =" ^ justifie 

une vérité déjà démontrée (n^ Q58 , rem, i) , savoir : que la somme 

des deux racines de Téquation complète du second degré est ^-«p. 

Car réquatioo (j: + a -f f;)(x •— a) =» o, peut éire satisfaite 

de deux manières: par la condition jr — a bb o, d*où il tient 

^ir =3 a , ce qui est la supposition même ; ou par la condition 

jr -|- « + P *= ® » ^*®^ ^ vient x =a — * a — p. En sorte que 

si a est une des racines , l'autre sera -^ a — « p ; et on voit que la 

somme a — a —^ p de ces deux racines est *-^ p. 

Hema&qoe %. Si a e/ b $imt les deuoD racines de téjquation 
x' + px + q =s G , /e premier membre sera le produit des deux 
binâmes x -^ a et x — b. 

Car on a (n"" 61^8 ^rvm. i) 

p a^ a'^b^ 

d'où il vient a -|> F *=* *~^ ^ > 

et comme 

:r* + pjT + y «. (^ — «) (j: + a + p), 
on aura aussi 

x^ ^ px + q ^{x — a)(x — 6). 



660. Les valeurs x 



p ^1 yp' p 

\-\/ — — yeta: = 

I y^* — 

— • 1/ — -■ — ^ trouvées au n* 657 sont des formules au moyen 
desquelles on peut trouver immédialament les deux racines d'une 
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équation aimériqiie complète du «econd degré à tme iaconane y 
qoand elle a été ramenée à la forme x^ -\- px 4- g = o. 
Ces formules donnent évidemment le principe suivant : 
L'inconnue est égale à la moitié du coefficient de x pris 
avec un signe contraire , plus ou moins la racine carrée de la 
somme que l'on obtient en ajoutant le carré de la moitié de 
ce même coefficient au terme amnu pris aussi avec un si^ne 
contraire. * 



PftOBUàM£S DC SECOND raCRÉ. 



661. Problàme I. Trouver un nombre positif tel que ^ si au double 

3 
de son carré on ajoute les — — de ce même nombre , la somme 

4 
xo{>35. 

L*équation de ce problème est évidemment 

3 
2x^ 4- — X = 35. 
4 

Celte équation ramenée à la forme ar* -|- pj: -f- î = ^ ^** 
vient 

3 35 

X* H X = 0, 

8 % 

Appliquant la règle qui se déduit du principe précédent, on a 



7.-)/ 



9 35" 

a56 2 
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16 K a56 



3 67 

16 16 

3 67 64 

doi» ar = — — H = — =4, 

16 ^16 16 



et 



3 67 70 

16 16 ~ 16 



6 3 

dont la somme c«t — — , ou — , et dont le produit est 

16 8 

35 
— « , comme cela doit étie , d'après ce qui a été dit (u® 658, 

rem. i), 

3 
La racine positiire 4: = 4 satisfait à Téqualion ax* -f~ *~^ ^ 

4 
= 35 et au problème qui y a donné Heu ; car le carré de 4 est 16, 
et ai à Sa qui en est le double on ajoute les trois quarts de 4, c'est- 
à-dire 3, on aura poar somme 35 , ainsi que le comporte l'énoncé 
de la questkm. 

70- 

La racine négative x = donne lieu à une remarque ana- 

16 

logue à celle qui a été £aite pour les équations do premier degré. 

3 
Cette racine satisfait bien à Téquation %x* -| x =x= 35 , mais 

4 
elle ne satirfait pas a Fénoncé du problème. Si dans cette équation 

3 - 

on cbange ar en — x, elle deriendra 2x^ :r = 35^ qui est 

4 
la traduction algébrique du problème suivant : trouver un nombre 
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3 

positif iei que y si du double de son carré on retranche les €Ùs ce 

4 
même nombie, le teste soit 35. 

* Ramenant cette équation k la forme Jt* -|- px + î = o » ^Mc 
deviendra 

3 35 

8 a 

qui donnera, par la règle ordinaire 



i6 V 256 a 



d*où il tiendra 

70 
X = — et X ■■ — 4- 
i6 

70 
La v|tlear x =^ — satisfait à la nouvelle équation et an nouvel 

16 

énoncé ; la valeur :r = •— 4 satisfait aussi à la nouvelle équation, 
mais elle ne satisfait pas à Ténoncé qui 7 a donné lieu. 

662. Problème a. On doit partager 1750 francs entre plu- 
sieurs personnes, à condition qu elles assisteront toutes au 
partage» Au woment CQn\;enu^ H se troui^ deux absents, et 
par cette circonstance, la part de chaque personne présente se 
trouve augmentée de 100 francs. On demande combien il devait 
d'abord se trouver de partageants. 

Si on représente ce nombre par x, la part de chacune de ces or 

1750'. 
personnes aurait été de ■ , et comme il en manque deux, la 

X 

1750'* 
part des personnes présentes au partage sera ; Téquation du 



problème sera donc 



1750 1760 

=^ 1- 100. 

X — a X 



Ramenant celte équation à la forme a:* 4~ F-^ 4" î = ^ i ^^ 
deviendra 

a:* — aa: — 35 = o , 
^i, étant résolue, donnera :r c=: 7 el a: s — 5* 

La Taleur positive x =3 7 satisfait à Tcquation et à l'énoncé du 
problème. Car 1750 francs {)artagés entae 7 personnes donnent 
aSo francs à la part, tandis que la même somme partagée entrée, 
donne S5o francs à la part) et la différence entre 35o francs et nBo 
francs est Uvn 100 francs, co^imele comporte Ténoncéde la ques- 
tion. 

Quant à la valeur négative x «=: *— 5, elle satbfait aussi à Té- 
quation, mais elle ne peut satisfaire à Ténoncé du problème. Il est 
aisé de voir qu'elle résout la question dans laquelle il s'agirait de 
partager 1760 francs avec deux nouveaux partageants, cette cir- 
oonstaoee devant diminuer de 100 ftrancs lapartquechacim aurait 
eue sans cela. 

REXÂaQUx. Les deux problèmes qui Viennent d'être résolus font 
voir que dans le second degré, comme dans le premier, les solutions 
négatives répondent à des questions de même nature que la pro^ 
posée, et dont les données sont les mêmes j mais dont certaines con- 
ditions sont prises dans des acceptions contraires. 

66S. Problème 3. Un marin achète un paletot qu'il vend 
au bout d'un certain temps pour 16 francs* A cette vente, il 
perd autant pour cent du prix de son achat que le paletot lui 
avait coûté : on demande ie prix du paletot. 

Soit X le prix demandé. 

Puisque le marin doit perdre x francs sur 100 francs , sa perte 
pour X francs sera le quatrième terme de la proportion 

X* 

100 : X :: X : — . 

100 

L'équation du problème sera donc 

X* 

X = 16, 

100 

Tome IL ' 3; 
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xm ioo:r — jr" ci=s 160O9 

ou x^ — loox -|- 1600 = o. 

On aura donc (n<» 660) 



or = 5o ± \/ a5oo — 1600 
= 5o ± 3o ; 
id'ott ar = 5o + 3o = 80 

et * = So — 3o :;== ap , 

cVst-ii>dtre qne le paletot a conté 80 francs on ao francs. 
Ces deui solutions conyiennent à hi question, car 

1^. Si le marin a payé 80 francs ce qu*il vend ensuite 16 franc$, 

80 
il perd tévidemment 64 francs^ qui sont bien les de 80 fraacs. 

100 

A^ Si le marin a payé ao francs ce qi»'il yend iSfrancs^ il pwd 

ao 
4 francs» qui sont les — de ao francs. 
100 

664. PnoBLiME 4. Trouver un nombre positif tel que, si à son 
carré augmente' de 5o on ajoute 9 fois ce même nombre^ la somme 
soit 3o . 

Représentant ce nombVe par ^, l'équation du problème sera éyi- 
demment x^ -^ So -}- gx =i ^o ^ 

ou " x^ '{' gx + ^o ^=s o ; 

d'où it ylendra 



= -v-l/T 



30 

4 

a a 

et par conséquent 

X i=i — 4, et O? =3 — 5. 

Remarque. Dan"! le problème précédent , on a obtenu deui so- 
lutions positives; dans celui-ci, on en trouve deux négatives. Ces 



deux dernières solutions confirment ce qaUl était aisé d'apercevoir 
d*abord, c'est-à-dire^ qoê le problème était impossible. 

Si dans Téquation x' -)- 5o -{- g;i: == 3o on cbange ;r en — - ^ 
die deviendra x^ -|- 5o — * qjt = 3o, qui est la traduction algé- 
brique du problème suivant t froUver un nombre tel que, si à son 
céirré on ajoute 5o et que de la somme Of» retranche g/ois ce même 
nombre, le reste soû^p 

Cette équation étant résolue donne 

xasSetarc=4» 
valeurs (|ui satisfont à la nouvelle équation et ao nouvd énoncé. 
On voit par ces divers problèmes que dans les questions qui 
cfynduisent aux équaiiùns du tmeotid degré h une inbomtue^ ii 
y a toujours deux solutions : toutes deux positives, ou toutes 
d'eux négatives , ou dont l'une est positive et f autre né^ 
gative. 

Les solutions positives résolvent les questions dans le sêns^ 
précis de leur énoncé, à moins qu'il n'y ait, dans cet énoncé^ 
quelque condition qui ne soit pas susceptible d'être écriée «/* 
gébriquement. Les solutions négatives, prises avec des signes 
contraires, répondent à des questions dont les données se-^ 
raient les mêmes, maiè dont certaines conditions seraient 
prises clans des acceptions contraires^ 



IttSGUSSION DBS ÉQUATIONS DU SECOIVD DBGRÉ 
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665. Si le troisième terme de l'équation x* «^ px -f- q= o 
est négatif j les deux racines de cette équation seront réelles 
et de signes contraires. 

£n effet , quelque soit le signe àep dans l'équation proposée , 
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le carré de — sçra toujour. positif (b^^ 125 ,6.°); en sorte que 
les racines x' et a:" de réquailon x^ + px — q -=^ o seront 

x' = qp '^X/ "7 — ^^* 



et 



sera 



Mab la ^antlté }- ^ est eMentlellement positive, donc 

4 
1.0 L«s deox racines xf et x^ seront réelles. 

P I y^ 

Maintenant, si p est positif, la racine ;r' =• - — + 1/^ — + î 

I y? — 

posiUve , pnlsque la quantité 1/^ \r 9 ^ pl»» grande 

qne \/ ^ ^ -— • Il est d'aillenrs évident que, dans ce cas, 

p I /P 

l'autre racine x^^ ^ \/ — + ^ sera négative. 

a K 4 

F I /^^ 

Si p est négatif, la racine ar' = H YX/ --+5SCTa 

évidemment positive , et Tautre racine j:" «= + \/ T "*■ ^ 

I /? ^ 

sera négative , puisque iX [- ^ est plus grand que — . 

Donc, a.** , quelque soit le signe de p , les racines x^ et x" au- 
ront des signes contraires. 

666. Lorsque q est positif , les racines sont 



T+l 
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et 



--T-1/T-" 



et il se présente nécessairemefit trois cas à examiner» savoir : 

^P' P' ^P' 

4 4 4 

p* 
i.^ Si on a <i < — , («# deux racines x' et x" ieront 

réelles f e^ dtf même signe , ^tit «era contraire à celui de p dans 
féqtuition proposée. 

F" 
Il est d*abord évident que la quantité *— — « ^sera positive, d*oÀ 

4 

il résulte qne :r' et x'^ seront des quantités réelles. 

En second Heu, I / ^ _ ^ étant < 1 X -—ou que— , 

P I /? P A >/? 
les résultats q= H 1 X — — ^eizp -IX — — ^ 

auront un signe contraire à celui de p. 

p* 
a.o Si q = — . , les deux racines \' et x" seront réelles» 
4 
égales , et d'un signe contraire à celui de p dans l'équation 
proposée. 

P P 

Car dans ce cas , on a ar' = rp — et a:" = zp — , puisque q 

P^ 
étant égal à — , le radical se réduit à zéro. 

4 

p» 
3**. Enfin fSionaq > — , les deux racines seront imagl- 
4 
naires. 

Car la quantité ^, qui se trouve sous le radical , est né- 

4 
galive. 
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Rkmaequb I. Noos aTons fait voir (q<» 658) qoe rëqaatioo x* 
+ px + ^ C3 o est la Cradoction algébrique du problème : trouver 
deux nombres dont la somme soit — p^ et dont le produit soit q . 
Si on représente ces deux oombres par x' et j:^, et leur différence 
par df ou aura (u^ S91) 

p d p d 

et par conséquent 

p^ d" 

oo ^ «» -^ , 

4 4 

quantité évidenuient plus petite que ^— ; d où l'on voit que tant 

4 
qu*U y aura une différence quelconque d entre les deux nombres 

x^ et x", iBitr produit sera toujours plus petit que — . 

4 
Maintenant, si on suppose que ^=^o, ou ce qui revient au même, 
que les deux nombres x^ et x" doivent être égaux, on aura x' x*' 

on ^ s== j d*où il résulte que le produit des deux parties d'tme 

4 
somme sera le plus grand possible lorsque ces dêusc parties seront 
égales entr'elles. 

On dit alors que le produit est un maximum, 

Remaequb a« Les racines x^ et x" seront coramens^rablet lors- 

que la quantité dz q sera un carré parfait ; dans le cas con- 

4 
traire*, cèS deux racines seront des nombres IncommensaraUes 
(nM2,w/2.) 

667. Si on résout Téquation ax^ '^ bx -{- c =3^ o^ on trouvera 



2a Y 4a* a 
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ou (11*» 5B0) 



d*où il viendra 




* 



«. ," =. -^-\/^^^^ 



3â 

Sopposops maintenant : 

!*• Qoe â =» o ; ces Taleors deviendront 

a* 

o o 

Ponr interpréter la racine x' qui se présente sons la forme de 
rîodéterminéf il laot intfodnire Ja oendition ^ <=» ^éêuiUèqoa^ 
lion ûj:' -f- ^* -|- c =s o, ce qui la réduit 9 Bx -^^c 3=0, et d'où il 
vient 

c 

X =i— • — 

b 

o 

qui est la véritable valeur de x' =» . 

o 

^^ . 
Quant à la valeur j:'' z2 — -— qui se présente ici sous la forme 

o . 

deTinfini, elle peut être considérée comme une réponse à la question 
dont réquation ax^ -(- Bx + ç =^ oest la traduction ^Igébirjqoe, 
si, toutefois, cette question est susceptible d'admettre des solutions 
infinies. Do plus, ii esta f emar^uer que U déoomÀiiiitieBr ^/y> pou- 
vant £trç regardé ici comme la limite des grandeurs décroissantes, 
soit positives, soir négatives, il i*en suit que la valeur infinie de x^' 
doit avoir le double signe +. 
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Donc, dansie cas particulier a = o , Véquaiitm ai* -h bx -+- 
c = o iwfmef réellement trou valeurs pour %, qui sont: 

x= ,x=4- QC,x = — 00. * 

b 

tandis que, généralement, il n'y en a que deux (n* 657). 

Pour s'assurer que ces trois valeurs conviennent véritablement 

à l'équation proposée, on divise tous les termes par x*, ce qui 

donne a + -^ + -^ = o, ou a = -— =^ qui.danal'by. 

pothëse a c= o devient ^^ = o. U s'agit donc de voir si 

— hx^c 
les trois valeurs de x peuvent rendre nulle la quantité — — • 

c — &r — c 

D'abord, la valeur x = étant substituée dans j — 

b * 

j^^ijjl^ dont le numérateur est évidemment 

égal à léro. , 
En second lieu, si on met la quantité — ^^ sous la forme 

"^^ !L ou ^^^^ ' -^ • cl »i o° si^^l»« P^^""^ ^ allerna- 

^a jf« * X ar* 

^^ c 

Uvement + OO et — » , on aura — , ou (u*» 302 . 40) 

00 00 

— h c 
.— o—o, et , ou 0—0. 

- 00 00 

a* Supposons que l'on ait en même temps a= o, ô = o. 



- * + v/6' - 4«c ^^ ,^ -6-v/y^4.c 



Les racines or' = ®^ -^ 



aa »« 



9m i^AT. MF tiG. MO. k miB iHComivi* 297 

o 
devi^ûdroot tontft din* -'— , et si on introduit U double h jpo^ 

o 

tbè«e a »9 o, 6 :sa od^ttt T^uation ax* -4. ^or 4. c s=9 Oiclleie 

récloira i c <=> o 

Il faut donc recourir à ua autre moyen pour découvrir les vraies 

"v^aleurs de x dans Téquation proposée. 

I 
Pour cela, on posera x = — , ce qui changera Téquation ax* 

X 
a b 
-^ bx -{- c =: otn 1 -^C=:0, oufl-f- ^ + ^J*=o, 

qui, dans la double hypothèse a=: o, 6=0, se réduit à cy^=^ o, 
d*où il vient ^ =xn ± o. Substituant cette double valeur dans la 

I K 

relation x = — , on aura ar = db ; d*où il résulte que les 

deux valeurs -e! et-x}^ dex sont infimes et de signes contraires» 

3®. Si on suppose à la fois <s^ ss o, & ss o, c == o, les valeurs 
de X seront entièremenl indéterminées. 

Car les deoai équations ax^ 4* bx '^ c ^^ o tl a '^ by '^. cy* 
= o se réduisent è o =3 o. 

4®. Si on suppose 6 =5 o, seulement, Féquation ax* -f- 5jr -f c 

= o deviendra ax* -}- c &= o^ d'où il viendra jp «s ib 1 y^ — — ; 

c*e8t-à»dire, que les deux racines de V équation seront égales et de 
signes contrairesj cooMne nous Tavonadéjà trouvé (n^ 6^, rem. 4» i^*) 

5®. Si on suppose c =2 o seulement, l^quatiqu oar* -|- J^r + c 
= o deviendra ax^ -j- ^ar = o , qui donnera *' =3 o et x'^ 

b 
=r. — j en sorte qu^un^ des racines sera nulle (n® 6B8, rem, 4» a®.) 

a 

6®. Si on suppose en même temps ^ = o, c = o, Féquation se 
réduira à ax^ = o, d'où il viendra j: = ih o (n® 688, rem. 4, 3**.) 

7®. Enfin , si on suppose en même lempj « = o^ c = o , on 
Tome IL 38 
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trouvera ^ = — et x^^ = ■ »> La première valrar est Yérl- 
o o 

tablement ^ = o, comme on peut le voir en faisant dans l'ëqoa- 

tion or* + ^o: + c = o la double hypothèse a fe= o, c = o, ce 

o 
qui la réduit k bx = o^ d'où x = — = o. Quant à la a"* va- 

h 

—a* 
leur x'^ =s — , on trouvera qu'elle est j/' =3 dz oo , par un 
o 

raisonnement analogue a celui de l^ 

o 

Remabqtie. Pour interpréter la valeur x^ = qui résulte de 

o 

rhypothèse a = o (n« 667, i".)> "oo* avons employé un procédé 
différent de celui qui a été indiqué (n® 502, 7®., rem.), parce que 

dansTexpression ' = on n.*aperçoit pas, a 

aa 

priori, le facteur commun aux deux termes de Texpression frac- 
tionnaire , après la suppression duquel la supposition de a s=t o 

o 
fait connaître la vraie valeur de x^ = — . 

o 

Pour découvrir ce facteur commun, on multiplie les deux termes 



de la valeur de x^ par — b — \/ ^ "" 4^^ » ^® V^^ donne 

X* =r ' , 

ou (n*» iSi, 3^) 

i» — (è» — 4ac) 

ar' = ■ 

^a{^^b—\/V—kac) 
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On voit maintenant qu'il y a un ^aeteor oamomn %a que Ton 
peut supprimer, ce qui donnera 



et si on fait a = o, on trouvera 

2c ac c c 



- 6 - \/i' 



Tj — aj — 6 b 



comme i*' 



PROBLEMB DES LUMIERES. 



C// A C B 



668. Problème 5. Trouver sur la, droite qui joint deux 
lumières A ei B , dont la distance est âj le point G qui est 
également éclairé par chacune d'elles. 

Si on représente par x la distance AC, la distance BC sera d — x^ 

et si on représente par a et 5 {.es intensités des lumières A et B à 

Funité de distance, on trouvera Tintensité de la lumière A à la 

distance x par la proportion (*) 

a 
X • i al. • a . — , 



C) On suppose connu le principe de physique que les intensités d'une 
même lumière , poar des points qui en sont inégalement éloignés , sonf 
en raison inverse des carrés de leurs distances à cette lumière. 



et l'inteofité de la lomîére B à la distance d -^ x par la pn^or- 

tîOD 

^'-^■■'•■■■■''■■i^f 

Lef deux intensités devant être égales poor le point C, Téquation 
dn problème Mra 



X» {d^xf 

2ad ad^ 

OB ** xA = o. 

{a—b) a^b 

Cette équation donne 

~b 



ad I y a*d} û5* 

^7^b~v (a-i)» ~ ;^ 



on (n» 336) 

ad X/a^d' — ad^ia—b) 



X =• 



â — b a '^- b 

ad±: \/abd^ 

a — b 
ou (n*» 386) 

adà=,d\/ ab 

X = 



a 



^b 



d (y/g y/g ± y/g^) 
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di\/a \/T±.\/a\/ù) 

d \/7 (.\/7 di\/r) 

\/7-\/F 

o«(nM31,3».) 

d\/7(\/7 di\/T) 



et X r 



(v/« + v/D(v/a — \/T) 

d'où il vient 

d\/7i\/7 +\/r) 
(\/r+\/r) (v/T— \/r) 

^fy/rCy/r— \/r) 

dy/T' 

Remae^s. On p«ot obtenir plos promptement les deux va- 
leur» de $. 

t » a b ^ 

Pour cela , an lien de ramener Féquation -— = -— à la 

X* \d — xf 

forme a:* + P*^ 4" f = o , on la mettra sous la forme 



a 



n 
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qui doonera immëdiatenent 



- dt 



X 



\A~ 



d—:t y/F 

dy/T-^ xx/a'^ ±. X x/b , 
qui donne d\/a = * \/a ik a: \/h , 



oa 



ou 



rf\/r- * (\/T±. \/b ) 



dou X =« et X = 



V/« + \/b x/a — v/^ 

comme ci-detius, 

Appligatiom HVMiEiQVs. Solt de £f = la, a = 16, ^ =^ 4. 
On aura pour AC 00 x 

iav/i6 4B 

= — = 85 



V/i6 +v/4 ^ 

donc BC ou <^ — jr = 12 — 8 = 4* 

Ces deux valeurs satisfont à la question , car si on les substitue 

a b 

dans les expressions — • et , on aura pour Tintensifé de la 

x^ (d — xy 

16 16 I 
lumière A au point C » — = — ^ — ; et pour Tintensité de la 
8* 64 4 

, ., 4 4 I 

lumière B au même point C , — = — = — . 

A' i6 4 



L'autre valeur 
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v/T— v/* 

donne 

X = . i a4 ; 

\/i6-x/r • 

donc BC oa </ *-« X » la — a4 «= — la. 

Ces deux yaleurt convieniieiit encore à la question , et déter- 
minent un second point QJ è droite des deui lumières. Car au point 

16 16 I 

C , rintensité de la lumière A sera -— *- » « : et Tin- 

24* 576 36 

4 4 

tensité de la lumière B au même point QJ sera 



(-,.«)» 



I 



669. On peut éviter remploi des radicaux dans la résolution 

ah h 

de Téquation — s» ■ , ou (^Z — xf = — x^ du problème 

x^ {d — x)^ a 

précédent. 

h 
Pour cela , on remplace par m^ le rapport — , en sorte que la 

a 

racine carrée de ce rapport est représentée par m\ c'est-à-dire 



qu'on a 1 X *— = 



Alors Téquation à résoudre devient 

[d — xy = m^x* , 
qui donne d -^ x ^= di mx » 

ou d =^ X ± mx , 

ou iZ = X (i d: m) , 

d*où 



■—7 , 
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en sorte qa*on a les deax solutions 

d d 

X = • et X = 



Soit y comme dans Texemple précédent, <f=ia,a=i6, 

A = 4* 

* 421 

On aora — ou m* = -^— ; d*oÀ 1» = — = — . 
a 16 43 

Substituant oea valeurs dans celles, de x%% d^d — x^ on tron- 
Tera pont lia pcemière » 

la la a4 

jr= -. = _-«_= , 

iH — 

^ — X =^ 12 — 8 = 4; 
etponr la seconde, 

la la 



1 I 

a a 



«4, 



É? — ^=ia — a4 = — la, 
comme an n^ 668. 

670. Discussioir ou paosLiM^ paicioENT. Pour plus de sim- 

... * 

pi ici té f nous continuerons de représenter par m* h rapport — 

a 

des intensités des deux lumières B et Jl. Cela posé , il y aura 3 cas 

à examiner: i.*a>*, a.® a<i, 3,® a= 6; ou, ce qui revient au 

b 6 A 

même, — <i, — >i> — = 1, ouenfin wi < i,iw> i,m= i. 
a a a 

x*" Soit m < I, 

Dans ce cas, rintensité/z de la lumière A est plus grande que 

d 
rintensiré D de la lumière B, la valeur x = est positive.plus 
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d 

petite que c/, et plus grande que •— - • Donc le point C est situe 

entre les deux lumières A eth, etplus éloigné de A que de B. 

d . 
L'autre Taleur # » — est aussi positive, mais plus grande que 



K^ ^ donc il eziiteao-delè deB par rapport à A un poiirt C'qui est 
ë^lement éclairé par les deux lumières. 

a.° Soit m > |. On doit évidemment avoir pour le point B ce 
qu'on vient de trouver pour le point A, et réciproquement, puis- 
que, dans ce cas , c'est l'intensité de la lumière fi qui est la plus 
^ande. Donc quand m est > i, i7 essisie entre les points A et h, et 
j}l^sloin de B que ifc A> un point qui est également éclairé par les 
deux lumières; et il se trousse aussi , au delà du point A par rapport 
àB un pointe'^ qui est également éclairé. 

On peut encore s'en convaincre en examinant les valeurs de x. 

d 
Car m étant plus grand que x, la valeur x «» est évidemment 

-d d 
positive et plus petite que ; et la valeur x = est né- 

2 1—171 

gative. 

3*.Soitmai« 

d d 
Les deux valeurs X e elar» deviendront 

d d 

«=» cta:*=— . 

% o 

La première valeur fait voir que le point C est également distant 
deAetd<tB. 

La seconde valeur étant infinie fait voir qu'a bien dire, il n'existe 
réellement qu'un seul point qui soit égalemeut éclairé. 

Cette seconde valeur satisfait cependant à la question. Car m 
étant égal à l'unité, l'équation (d — x)^ = w* x* devient (d — or)* 
Tome IL 3^ 



IM Mm. »■• rviM aon. »m mw. afan noo. Aanc 



d \t 



C-v) 



Soos cette forme, on Toit qu'en donnant k x des Talfors de plus 

en plus grandes, le prtmîer membre de Téquation approdiera de 

d 
]>lus en plosde l'unité, puisque approchera de plus en plus de 

/ ^ V 

zéro* Donc en faisant x = 00 , Téquation f i — --^ j » i sera sa* 
tisfaite. 



sommation dbs puissancbs semblables des termes 
d'oub progression arithmétiqijb. 



671. Soit la progression arithmétique 

^ a . b • c • dm e««* «• tff 

dont la raison est r. 
On a {n^ K06) 

* - « + r, 
c = * + r, 
d^c + r, 

etc , 

rî par conséquent (n® 409) 

m(/it— II) 

I . a 

j?i (m— i) (iw— a) 

+ — i- : a*"-», f* 

I . a . 3 
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t • SI . 3 . 4 



1*2 

m (m — i) (m— a) 

^ — ^ --: : ^'"-». r» 

I '. a .3 

I . a . 3 « 4 



f . a 



m (m — i) ' 

m. (m— i) (m^%) ^ , , 

I . a . 3 
«(/n— i) (iw— a) (m— 3) ^ ^ . 
I . a . 3 . 4 



«te etc. 



AjoatMil tootts cet égaUtët , et représentai per Sm 9 ^<»-f 9 
Sm-^s, eie.» la soaifne det poiitafoces m, ut — ^i, iTi^^a, etc. de tôcb 
le» tevHies de £■ progression, oft aura 



m (/7i — i)* 



V 



. a 



x.a.3 1.2.3.4 

+ 
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â*où il viendra 

m (m — i) ^^ 
1 . a 

i.a.3 i.a.3.4 

+ ■■ 

formule qui servira à trouver la somme des puissances semblables 
de tous les termes de la progression proposée, quoiqu'elle ne con- 
tienne pas explicitement la quantité S^ qu'il s'agit de déterminer. 
U suffira pour cela de f^te suceessivement m ^ i,i7t»3)i7t»3, 

eto » 

Faisant im « i, on aura 



qai donne 


S.- 


M — a 

r 


d'où il vient 




u — a 


r 


on (n* K12) 




(n — \)r 



(0. 

r 

en représentant par A le nombre de termes de la progression ; ré- 
sultat que Tou pouvait conclure à priori de l'hypothèse «rt s i , 
puisque S^ étant la somme des puissances 9éfo de tous les termes 
de la progression, cette quantité doit être composée d'autant d'a- 
nités qu'il y a de termes dans cette progression. 



( ^} n est évident que tous les termes qui contienneut le facteur m -^ i 
doivent disparaître. 
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Si on fait m = a, on aora 

II» = û« + a (Sj — tf) r+ (So — «^ r* 

-a« + a(S,~i/)r+(ii-i)r»(*). 

d'où il viendra 

11»— û» — (/i— i)r» 



S, — ti 



ar 



t/»— «a» — (/i^— i) r» 
et S| =■ f- w . . . . (a) 

Faisant iti => 3, on aora 

!/» = «» + 3(S, — !/•) r + 3(S, -.t.)r» + (S„ — v^f» 

= «'+3(S,-i/>)r + 3(S, — t/)r» + («-i)/^; 

,1» — g»— 3(S,—i/)r» — (/»—!) y^ 
dou S, — u*^ • ■■■ ' 

3r 

Mettant pour S| — ii la valeor trouvée précédemment, on 
anra 

(tt»— a»— (»— I )r*\ 

«»-«-- — 1^ ^ 

au»— aa»— 3rt«»+3m»-f-3 (»— i) /«—a («— i)f* 
= __ 5 

d'où il viendra 

au»— aa*— Zru* ■+■ 3ra» + (n—i) /» 

aji*— art* + 3/a' + 3/a» + («— i) r» 

ou S. Il Tl L (3). 

6r 



ns.=;.. 



JIIO mmm. dm poim. simb des terii. d^vbm »o«. ahtm. 
Si on fait m = 4, on aura 

- «*+4(S,—i*»)M^S,-.iiV+4(S,— *|)r»+(/^-l)^• . 
d*où il viendra 

S- !«• = ' . 

4r 

Remplaçant S, — u^ et S^ — u par leurs valeurs, on trouvera 

«*—«*+ a/*tt' + ara' + r*tt* — r^a* ^ 
S, = (4) 

En continuant ainsi de donner à m des valeurs de plus en plus 
grandes, on trouverait des formules qui feraient connaître les 
valeurs de S4, S„ S^^ etc 

679. Si on suppose que la progression proposée est la suite na- 
turelle des nombres, dans laquelle a =1, r=i et it= n^ les formules 
(1), (a), (3) et (4) du n.« précédent deviendront 

S^= +1 =«...• (5). 

t 

S, = —^ 



n (« + i) 
--^^^ (6). 

I • 2 

«,|S— a4-3n*-f3-f/ï— ï 
6 
an'+37i^+« 
6 



S. 
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s. 



1 . a . 3 

n*— • I -j-a«*-j-a-4-«* — « 
4 

4 

ii*-4-aa-l-i 
«» -H-Z- 
4 



(7) 



3. 3 



(8) 



SOMMATIOBl DES SUITES. 



675. Lorsqu*on sait trouver la somme des puissances semblables 
de tons les termes d'une progression arithmétique, il est facile 
d*obtenir la somme des termes de chacune des suites que Ton peut 
former de la manière suivante: 

Soit la progression ^ 

r a, a + r. a + *''• ^ + 3r 

ire fuite a, aa + r, 3a + 3/*, 4« + 6r ...., 

»"• a, 3a + r, 6a + 4r, loa + lor , 

3"« a, 4a + r, loa + 5r, aoa + i5r , 

etc •• • 

La première de ces suites se forme en ajoutant successîi^e^ 
ment chacun des termes de la progression à la somme de 
tous ceux qui prëcèden t. 
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Ia seconde suite se déduU de la première, en ajoutant suc- 
cessivement iliacun de ses termes à la somme de tous ceux 
^ui précèdent, 

La troisième suite se déduit de la seconde par le même pro- 
cédé, et ainsi des autres. 

674* La somme d'un nombre quelconque de termes de 
chacune des suites qui se déduisent dune progression arith- 
métique est toujours une fonction de la somme de certaines 
puissances des termes de la suite naturelle des nombres. 

Dans toate progression arithméliqae on a (n® 515) 

ou à cause que 

Il - a -f. (/i — i)r. 



[rt -f- (/i — i)r -f û 
3 

aa + (/f — i)r 



]■' 



' ./i 



a 



r r 

= an -j «' — n (i) 

a a 

Chacun des termes de la première des suites dont il s*agît étant 

égal à la somme d*un certain nombre de termes de la progression 

r 
i- a, a -{- r. a + ar. a -(- 3r , la quantité an -| «* 

r 
.— — — nque Ton irient de trouver pour S sera l'expression du 

a 

terme général de cette suite \ en sorte que^ si dans l'égalité (i), on 
remplace successivement n par i, a, 3, etc., on obtiendra succes- 
sivement le I*', le a"'*', le 3"^", etc. terme de la première suite. 
Ainsi) en représentant les termes successifs par r^, i", r"^, etc., on aura 

r r 
Pour n = I, e' =aXiH XI* Xi, 
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r r 
JPour n = a, î" = a x a -4 X**— • X*> 

f^our H x=r a, i"^ = « X 3 + x3^ X3, 

a a 

«te., etc. 

Done, ti on représente par S« la aornaie des termes r', i'', r^'^fetc, 
on anra 

S, = £i(i+a+3+...H— l(i*+a*+3» f ..,) l(xH-a+3+...). 

a a 

DV>ù Ton Toit que la somme d*iin nombre quelconque de termes 
de la première suite est une quantité qui dépend des sommes dea 
premières et des secondes puissances des termes de la suite naturelle 
des nombres. 

Si on remplace les sommes ( -f- ^ + ^ 4"' « < • m ^^ >* '4' ^' 

-)-3^ + par les Taleurs (6) et (7) trouVéet (n"^ ^72), 

on aura 

S,^ j^*~. ( 1 .n 

i.a a\o ya % 

an (n-hi) %rn^ 3/w* ht m^ m 

- + + + 

a xa ta la 4 4 

an{n+i) am* 3/yi* m 3m^ 3m 

a xa 13 12 12 ;a 

an{n^i) (»'— 1) 

= ^"^-1, 

2 

^{n+t) iî(i7+i)(w— 1) 

T^+ ^. a. 3 ^^)^ 

formule au moyen de laquelle on peut déterminer la somme d*un 
ToMB If. 40 
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sombre qaelconqaede termes de la saite a, aa -f- r, 3a -|- 3/-,..«., 

en faisant soccessîyement n = i, fi = a, i? = 3, etc • 

Chaque terme de la seconde suite a, 3a -f- r, 6a -^ 4r,. . • . • 
est aussi la somme d'un certain nombre de termes de la première 
suite a, aa -j- r, 3a -j- 3r Donc la valeur (2) qoe nous ve- 
nons de trouver pour S^ est l'expression du terme général de cette 
féconde suite ; expression qui peat être mise sous la forme 

S,=J-„»+-^„+^„.— L„ (3). 

Donc pour obtenir chacun des termes de la seconde suite, il suf- 
fira de faire successivement n = i^it =: ^^n =3, etc. dans cette 
dernière expression. 

Si on représente les termes de la seconde suite par T^, T", 

T"^ etc., on aura 

a a r r 

Pour II = I, T' =. XI* h XI + Xi'— — - X I , 

a a 6 

a a r r 

Pour » = a, T" = Xa*+ Xa + --- Xa» X a , 

a a Q 6 

Poum = 3, T"/= — X3*+— X3+ — x3' J- X 3, 

a a 6 

etc., etc 

Donc en représentant par St la somme des termes T^,T",T''V*» 
00 aura 

St-— (i»-fa«4-3»+..H-~fi-fa+3+...)+-^(i'+a»4-3»+...) 
a a 6 

D'où Ton voit que la somme d'un nombre quelconque de termes 
de la seconde suite est une quantité qui dépend des sommes des 
premières, des secondes, et des troisièmes puissances d'un certain 
nombre de termes de la suite naturelle des nombres. 

Remplaeant les sommes i -f- a + 3, + i* -f- a* -f- 3 
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... €t I» 4- a» 4-3» -f par les yaleur* (6), (7) et (8) 

d a a^ 672^ on aura 

a»(ii+iXîUJ+i) anin+t) r ii*(iï+i)(n+i) r n(»+i) 
St = ' — 4-- 



3. a. 3 a. a 6 a. a 6 a 

._ fl7f (n-fi) /aiî+i \ , /" ("+0 / ("+0 \ 

a. a\3y6. a \a / 

formule par laquelle os pourra trouver la somme d un nombre 
quelconque de termes de la seconde suite a^ 3a -|- r, Sa 

-}- 4/*f 9 en 7 faisant successivement » = i , if = a, 

» = 3, etc 

Ce que nous venons de dire suffit pour faire voir que la somme 
d*un certain nombre de fermes des séries suivantes dépend des 
sommes des premières, secondes, troisièmef, quatrièmes, etc. puis« 
sances des termes de la suite naturelle des nombres. 

On parviendrait à sommer ces différentes, suites par des pro- 
cédés analogues a ceux que nous venons d'employer. 

675. Les quantités S<, St » etc., dont nous venons de déter^* 
miner les valeurs pour un nombre n de termes, se nomment le^ 
termes sommatoires des suites dont elles dépendent , et chacune se 
déduit aisément du terme général de la même suite y qui , comme 
on vient de le faire voir, n*est autre cbose que le terme sommatoire 
de la suite précédente. La question inverse est tout aussi facile ià 
traiter; c'est-à-dire que connaissant le terme sommatoire d'une 
suite quelconque y il sera toujours aisé 4c déterminer son terme gé-^ 
néral, ou, ce qui revient au même, le terme sommatoire delà suite 
précédente. • 

Pour cela, dans V expression générale du terme sommatoire 
donné, on remplacera n par n — i, ce qui donnera l'expres- 
sion de la somme des (n — 1) premiers termes de la suite 
proposée; retranchant ensuite cette somme du terme somma- 
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ioire donnée c'est-i-dire , de la somme des n premiers iermes 
de cette même suUe^t on aura évidemment ie terme du rang d, 
ou le terme général de cette suite, et par conséquent la terme 
sommntoire de la précédente. 
Par exempU, «yint (form. 3) 

a a r r 

9 a 6 

pour ^prettion da terme tommatoire de la raite a , aa -f- r, 3a 
-(- ir^tio,^ on remplacera n par it ^-< i, ce qui donnera: 

A » 6 6 

= („_,)[_(«_.)+-+-(«-0»--] 

u a a o o -■ 

(an m* anr \ 
— +--t) 

on* m* 3/"»* <OT an» 

pour la tomme des (n — » i) premiers termes de la suite a, aa *|- r, 

3a -f- 3r Retranchant cette somme du terme sommatoire 

donné 

an* an m' m 

a a 6 6 

onanra 

7»* m 

an -] ' — , 

a a 

qui n'est autre chose ^que le terme général de la suite a, aa -|- r, 
3a -|^ Sr (^oy, form. t), ou le terme sommatoire de la pro- 
gression T «. a -f. '•• a -^ %r u. 



^ ''%r : 
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DES T90MBEES FIGURÉS. 



676* On appelle nombres figurés une suite de termes que l'on 
déduit, comme au n^ 673 d'une progression arithmétique dont le 
premier terme est Funité, et dont la raison est un nombre entier 
positif. Si la raison est i, la progression est 

•f- i« a« 3* 4* S* o.«.f*««. n, 
I, 3, 6, 10, i5, aiy«... , 

, X, 4> 10) 30, 35. 56,. . . • , 
et les séries ^ •**>»»' » » 

1, 5, i5, 35, 70, ia6,. .., 
etc 

que Ton obtient, sont celles des nombres figurés de la première 
classe. 

La première se nomme série des nombres triangulaires^ la seconde 
con\itn\.\e% nombres triangulaires pyramidaux. 

Les séries suivantes n*ont pas de dénominations particulières. 

Si la raison de la progression est a, cette progression est 

T I» 3. 5. 7. 9. II, , 

l I, 4. 9i »^» a5, 36, 

et les séries | i, 5, ,4, 3o, 55, 91, , 

\ etc 

que Ton obtient, toujours de la même manière, sont celles des 
nombres figurés de la seconde classe. 

La première est celle des nombres carrés, et la set^onde contient 
les nombres pyramidaux quadrangulaires. 

Les séries suivantes n*onl pas de dénominations particulières. 
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Si la raison de la progression est 3, cette progression est 
T I. 4« 7- lo. i3. i6 , 

il, 5, la, aa, 35, Si, , 
1,6, 18,40,75, ia6,....., 
etc 

sont celles des nombres figurés de la troisième classe, 

La première de ces dernières suites contient les nombres penia^ 

gones. 

Pareillement, de la progression 

T I. 5. 9. i3. 17. ai 

on déduit la suite 

1,6, t5, aS, 45, 66 y 

qui est celle des nombres exagones , et ainsi de suite. 

677* Cherchons maintenant les termes sommatoires des diffé- 
rentes suites de nombres figurés, er pour cela reprenons les for- 
mules (a) et (4) du n^" 674. 

an(ji 1 1) ii(/»-}-i)(72~i) 

S, =x — — - 4- r. 



a 



I . a . 3 



a/i(/j+i)(aii-j-4) rn («+1) /w'+J 



St - ' ' + 



(p^)- 



a . a . 3 6. a 

Si dans la première on suppose a = i , r = i , ce qui fait dé- 
pendre de la suite naturelle des nombres la série de nombres 
figurés dont Si est le terme sommatoire, on aura 

b(/1+i) „(ji+i)(;i_i) 
S| = 1 ■— 

a I . a . 3 

= r- (Oî 

I . a . 3 



i 
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formule qui fera connaître la somme d'un nombre quelconque de 
termes de la suite des nombres triangulaires, en y supposant n=s i, 

#t = a , » = 3 , etc 

Si dans la même formule (a) du n® 674 on suppose a = i , 
7* = a , ce qui fait dépendre la suite dont St est le terme somma- 
toire de la progretsion t < • 3 • 5 . 7 . 9, . . . . . , on tura 

^^ + a/t(yi-fi )(w— -i) 

S* 1 5 — 

a I . a . 3 

^/t-f-i) /" a/i — a 



a 



(a/1 — a \ 



I . a . 3 

formule qui fera connaître la somme d 'un nombre quelconque de 
termes de la suite des nombres carrés^ en y faisant /i = i , /i = a, 

/i = 3, etc 

Si dans la formule 4 du n^ ^74 on fait a = i , r =3 i , on aura 

«(.7-f-i)(a/î-j-4) 7i(/i-|-i) Xn^^n — a^ 
St = - 



1-f-i) /n^-Yn — a\ 
. a V a J 



w(w-{-i)(aw-|-4) K"+0 ^^^-^^ — ^ 



a . a V a . 3 y 



a . a . 3 

^ w("+0 /^»f4 n'+w— a\ 

a . a \ 3 a . 3 / 

_ ii(>i+i) / 4» ; 8+i>'' + a~a X 
~ a . a V 3.2 ) 

n(n+i) X5if+«'-f-6 \ 

~ I . a \ 3.4/ 

_ n(n+i) / ai2-f3»+wX»+ax3 \ 

~ I .a V 3.4 y 
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_^ K^+0 r n(,i+aH-3(n+a) n 
1 . a L 34 J 

i i(ii+i)(,i+a)(,i +3) 

I . a . 3 • 4 
formule qui fera connattre la tomme d*Qn certain nombre de 
termes contécutifs âe la saile des nombres triangulaires pyrami- 

' dans I » 4 9 10, ao , en 7 faisant successivement a s=z i ^ 

f} s=s 1 , R =3 3 , etc 

Si dans la même formule 4 du a? 674 on fait a =3 i , r = 2 , 
on aura 

a. a. 3 6.a\ a y 

ii(iî-{-i)(aîf-j-4) ''("+*) /aw^-f-î»'» — 4 \ 

a. a. 3 a.aV2,3 y 

«(^+0 /a»+4 if*+ii— a\ 
"^ a . a \~r "* 3 ^/ 

«(n-f-i) X aiî-j-ïi4""X"+^ \ 
"" a . a V 3 ^y 

I . a L a . 3 J 

K»+.)(«+i)(«+a) 

= z — (4) J 

I . !^ . a . 3 

formule an moyen de laquelle on pourra déterminer la somme 
des n premiers termes de la suite des nombres quadrangnlaires 

pyramidaux i , 5 , 1 4 , 3o , (n® 676). 

Ces développements sont plus que suffisants pour faire voir com- 
ment on pourrait obtenir la somme des n premiers termes de cba- 
cune des autres suites de nombres figurés que Ton peut déduire des 
diverses progressions arithmétiques 7- i . 4 . 7 • 10 . i3.... ., 
T I . 5 . 9 . i3 . i7....«.., etc. 
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SOMMATIOIV DES PILES DE BOlCLfitS. 



67B. Dans les parcs d'artillerie , on entasse les boulets en py- 
Vamides triangulaires , on en pyramides quadrangulaîres: ces py- 
ramides sont nécessairement régulières, et se nomment /7/Zp^ trian^ 
claires ou quadranguldires ^ ces dernières se nomment nus$\ piles 
carrées, tl y a encore des piles d\ine autre forme, qui se nomment 
piles oblongu^. 

679. La basede la pile triangulaire est nn triangle équilatérai. 
Leèoulei ^l termine cette|Ml« reposa sur 3 autres boulets, ceux-ci 
sur 6, ces derniers sur 10, et ainsi de suite; en sorte que les diverses 
rangées depuis le sommet jusqu'à la base inclusivement forment la 
suite 1, 3, 6, 10, i5,. .... des nombres triangulaires (ti® 6Y($). De 
plus, le nombre des rangées eaC é|;al au rionubre da boulets d'un 
des côtés de la ^se. 

D'après cela, pour trouver le nombre de boulets d'une pile trian- 
gulaire, il suffira de remplacer n par le nombre de boulets d'un des 
côtés de la b^se dans la formule (i) du n<> 677. 

Supposons que le nombre de boulets d'un des eôtës de la base 

soit xo. 

/ loXiiXia 

On atira S, on pile triangidaire = = :|20, 

I. a. 3 

• /■ 

C^. Dans ia pile qnadrangolam, dont la baae es€ on carré ^ 

le, boulet supérieur repose sur quatre, oaux*^ sur 9, ces do'Dkn 

a4r i6,et ainsi de suite; en sorte que les différentes rangées, à partir 

/du sommet, forment la suite i, 4» 9» 16, 3 5.... des nombres carrés, 

,' et le nombre de rangées est égal au nombre de boulets d'un des 

/ côtés de la base. 

Tqme II. 4i 
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Ainsi) pour trouter )e oombre de boulets d'une pile quadum- 
gnlaire, on fera n égal au nombre de boulets d'uo des côtés de la 
base dans la formule (a) du n® 677. 

Supposons, par exemple > que le nombre de boulets d*iui des 
€Ôt^*s de la base soit 8, on aura 

9 ï? 

St on pile quadmnguUdre «= 8 X X <=3 2o4 . 

a 3 

681. La pile oUongue est terminée par une ligne de boulets 
dont nous représenterons le nombre par m. Tous ces boulets re- 
posent sur deux lignes de (m-f- i) boulets chacune, ces deux lignes 
sur trois de (i7?-4-a) boulets, et ainsi de suite. On aura donc 

!«• rangée =: m es i, m c=x i. m 

»■• 2= 2 ('w+i) s=z 2, m ^ 2 =ta 2, m -^ 1 X a 

3«« =3 3(»i4.2) = 3. ifi + 6r=i3. m + S X a 

4»* -=3 4 (wi-|-3) = 4. m-|- la = 4. JTi -f- 6 X 2 

etc.*.. etc.... etc.... etc..,. 

Donc en ajoutant toutes ces rangées, on aura 

Piie obhngue = //î(iH-a+3+4+ . • .-f «) + a{i+3-f 6-f-. . .) 

Le nombre qui multiplie m est la somme des termes de la suite 
naturelle des nombres depuis l'unité jusqu'au terme n qui est égal 
au nombre de rangées ; et par conséquent le premier terme de la 

formule sera mn 



(^) 



Quant au second terme , il se compose de a multiplié par la 

somme d'autant de termes de la suite des nombres triangulaires 

qu'il j a de rangées de boulets moins une, ou qu'il y a d'unités 

moins une dans »; donc pour obtenir ce second terme, il suffira de 

remplacer n par » — i dans la formule (i) du n^ 677, qui de« 

n — I n n-\-i 

viendra alors x X f et de multiplier ensuite 

I a 3 

para. 



wmuxion bbs pum$. VU 

Chi aura donc 

mn («+ i) 3 («— i).if.(fî+i) 

,^le ookmgue =3 4- > 

9 I. d. 3 



a. S a 

ii(i7-f-i) /'3m-\-2n — a 



f-4-i) /'3/ii+an — a \ 



fensnle ao moyen de laquelle on pourra calculer le nombre do 
iMMileti d'une pile oblongue quelconque^ en remplaçant m par le 
nombre de boulets de la rangée supérieure, et 9i par le nombre de 
rangées. 

Soit m =a 5, » no S, on aura 

7 /3x5+ax6-aX 7 /i5+i2-a\ 
Piie obhngae^S X 1 '■ j «eX'-'f ] 

= 7 Xa5=i75. 



y ^ t' ^ ^ ^ ^ ^,* 
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LIVRE QUATORZIÈME. 



Application des principes précédents à la résolution 
de diverses questions. 



DES EEGLES DB TROIS. 



683. On appelle regiie de trois ropératîon par laquelle on paiv 
vient à trouver la valeur d'an des ternies d'une proportion géomé- 
trique dont les trois autres sont connus. La règle de trois est dite 
simple ou composée selon que la proportion contient deux rap- 
ports simples, ou un rapport simple et un rapport composé. 

L*ënoncé des questions qui conduisent à une règle de trois simple 
ne renferme jamais que 4 quantités , dont deux de même espèce 
sont connues, et deux autres qui peuvent être d'une autre espèce 
que les deux premières, mais qui sont de même espèce entr elles» et 
dont une seule est connue. Dans ce cas, le rapport de ces deux der-« 
nières quantités est toujours déterminé par celui des deux quan- 
tités connues de même espèce. 

L'énoncé des questions qui conduisent à la règle de trois com- 
posée fenferme plus de 4 quantités dont une seule est inconnue; en 
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sorte que U rapport de la qafttitirë ch^rcliëe à la quantité donnée 
de w$4me e$|ièoe «tt «spHmé par un raivport composé. 

683. Question I. 5o Hlogfammes de blé ayant coû$é ik% francs^ 
on demande combien coékeraient 1 5o kifognanmes de blé de même 
qualité. 

Il est évident que i&o kilogrammes de blé devront coûter plus 
que les 5o kilogrammes, et que U rapport du nombre a:» francs 
au nombre cherché doit être le même que celui de 5o a i5o. Le 
nombre cherché sera donc le 4°** terme de la proportion 

5o : i5o :: !ia : jr; 
d*«ù (nM86,'/w»» I) 

i5px«2 33oo 

X = = > = 66 francs 

5o 5o 

Remarque. Les deux fermes du premier rapport de la pro)>or- 
tion ci-dessus étant divisibles par 5o) on peut abréger Topération 
en écrivant 

I : 3 :: aa : or = 66. 

684. Question IL aS ouvriers ont fait 4^ mètres d'un cer- 
tain o%êvra^9 ânns un tenu donné; on demmmdê cémbien 36 
ouvriers feront de mètres du même ouvrage dans Im mém» 
iems* 

Les 36 ouvriers feront nécessairement plus et 'Ouvrage que iS, et 
le rapport du nombre 48 mètres au nombre cherché devra élre 
égal à cfelui de i5 a 86. Le nortibrttf cherché sera donc le 4™^ terme 
de la proportion 

a5 : 36 :: 48 : :»; 

36x48 

d'où X = -^ > = 6§»**-, «a. 

aS 

685. Question IIL Sq hommes oml mis 36 jours à faire 
un certain ouvrage f combien ]30 hommes mettront-ils 4e 
jours à faire le même ouvrage P " 
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Il faodfa éridemment moins de tenu aux i ao hommes pour faire 
le même ouvrage que les 5o ont fait en 36 joors. Ainsi le raf^ort 
du nombre 36 jours au nombre cherché sera égal k celui de iso à 
5o, et oa aura 

tao : 5o :: 36 : 4? , 



ou 



la : 5 :: 36 



36x5 ax5 ^ . 
d'où X = '■ >■- =3 — s=3 1^ jours. 

la I 

686. Question IV. Un navire a des vivres pour ^S jours, 
mais il y a Ueu de supposer qu'il devra tenir (a mer pendant 
3o jours ; on demande à combien il faut réduire la ration 
journalière de chaque homme de l'équipage. 

Si on représente la ration ordinaire par Funité, on aura évidem* 
ment 

3o : a5 : : f : or , 

a5 5 

d'où * =" r" = "7^ • 

3o 6 

68t. QoESTioH V. Un mobile, qui se meut uniformément sur 
une eirconfifrence de cercle, décrit un arc de &" ii' Sj" en a4 
heures ; on demande Varc qu'il décrira en 17^* 55"' 53** 

LVrc que décrira le mobile en 17" 55"- 53«- sera nécessairement 
plus petit que celui qu'il décrit en a4 heures, et le rapport de o* 
1 1' 57" à l'arc cherché sera égal à celui de a4" * 17"* 55"- 53«. 
L'arc demandé sera donc le 4"* l«r»« d« 1« proportion 

a4H : i7«-55- 53» :: o*» 11' 57" : x, 

{o^ tif 57") X (17" 5S"'53«) 
d*où X = -^ — • 

a4 

Au lieu d'opérer de U manière indiquée (n« 459j, nous emploie 

vons le procédé suivant , dont on fait souvent usage dans les pro« 

l)lèmes d'Astronomie nautique. 
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Arc décrit en a4°- o^ ii' S7 

en laH. o*» 5' 58",5o 

4**' o I 59,5© 

i^- o o 49,87 

tn 3o"* o o ï4i94 

i5»- o o 7,47 

5^ o o a,49 

6»' o o a,49 

en 3o*' o o o,a5 

i5*' o o 0,1 a 

5** o o 0,04 

3* o o 0.0a 

Arc demandé o^ 8' 65^69. 

Le mobile ayant un mouvement uniforme, Tare qu'il décrira en 
ta heures sera la moitié de celui qu'il décrit en %tj^'\ Tare qu'il dé- 
crira en 4''sera le tiers de celui qu*il décrit en i a***, et ainsi de suite. 

La somme de tons ces arcs partiels %fXK évidemment l'arc total 
décrit en 17*^- 55*- 63«-. 

688. Question VI. a 5 ouvriers ont mis i S jours à faire 
t5o mètres d'un certain ouvrage; combien 4^ ouvriers met-^ 
tront-ils de jours à faire 180 mètres du même ouvrage P 

Supposons pour un instant que les 4^ ouvriers aient à faire le 
même nombre de mètres que les a5 ouvriers qui ont travaillé pen- 
dant i5 jours , et représentons par x le nombre de jours que ces 
45 ouvriers devront employer à faire cet ouvrage. Nous aurons, 
eomaie au a® 686, la proportion 

45 : a5 :: iS : x. 

En calculant x, on saurait combien il faudrait de jours aux 4S 
ouvriers pour faire les i5o mètres que les a 5 autres ouvriers ont 
faits en 1 5 jours; et il ne resterait plus qu*à chercher d'après cela 
combien il faudrait de jours aux 4^ ouvriers pour faire les 180 
mètres. Mais on peut se dispenser de faire le pi emier calcul, eC 
raisonner sur x oomme si ce sombre était comut. 

Or X étant le nombre de jours que les 45 ouvriers doivent em-* 
ployer pour faire i5o mètres, il est clair que Ton trouvera le 
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nombre de jours qu'ils devront mettre à faire i8o mèlreS} au moyen 
de la proportion 

i5o : i8o :: X : xL 

MallipUant par ordre cette proportion et la première (n** §02), 
il viendra 

45 X i5o : a5 X- 180 :: i5 X a: : a: X ^^ 
on (n« 468) 

45 X i5 : a5 X 18 :: i5 : a:'; 
d'où 

a5Xi8xi5 5xi8 5xa 

X^ = ' e=3 œ» = f D ; 

45xi5 9 I 

en sorte que les 45 ouvriers mettront 10 jours à faire les 180 mètres 
d'ouvrage. 

689. Question VII. 55 ouvriers, ttaçaUlant 8 heures par 
JQUts ont mis 16 jours ^ fiùre 200 mètres d'un certain ouvrage,' 
combien io5 ouvriers devront-ils travaiiter d* heures par jour 
pour faire 35o mètres du même ouvrage en 2^ jours? 

Supposons d'abord que les io5 ouvriers travaillent pendant le 
même nombre de jours que les 55 premiers^ et qu'ils aient à faire 
le même nombre de mètres. Il est évident qu'ils devront avoir moins 
d'heures de travail par jour que les premiers, et que Ton trouvera 
ce nombre d'heures par la proportion 

io5 : 55 :: 8 : j: ,.•. (i). 

En calculant x, on connaîtrait le niMiibre d'heures jquû les io5 
ouvriers devraient travailler chaque jour pour faire 200 mètres en 
16 jours. Mais, comme dans l'exemple précédent, on peut se 
dispenser de faire ce calcul , et raisonner sur x comme s'il était 
connu. 

Or X étant le nombre d'heures que io5 ouvriers doivent tm» 
vailler par jour» pour faire aoo mèlres en 16 jours, il est clair qiM 
ces mêmes ouvriers ayant a4 joorapour faire le même ouvrage, ila 
auront moinS' d'heures de travail par jour. Oo obtiendrait évidem- 
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-ment ce norabrtf d'heures, i[iie noua reprësenteroiid par x^, an moyea 
«U la proportion 

i4 i 16 II x : x* (1) 

Eafin, les io5 ouvriers traTaillant .a/ heures par jour pour faire 
Aoo BMtres ^n %k jours » ils devront travailler pendant un plus 
^rand nombre d'heures par jour pour faire S5o mètres du même 
ouvrage dana le même nombre de jours; et si on représente ce 
nouveau nombre d*beures par x*'\ on aura 

aoo : 35o :: x* ix^* (3> 

Multipliant par ordre les proportions (i), (a) et (3), on aura 

io5xa4Xaoo : Ô5xi6x35o :: Sx^rXar' : orX^'xA 

on io5 X a4 X aoo : 55 X i6 X 35o :: 8 : x"; 

55xi6x35ox8 55xi6X7X8 



d*où 



io5Xa4Xaoo 105x^4X4 

11X4X7 3o8 56 

— = 4^ — d'heure. 



aix3 63 63 

ou (n® 438, réctp.) 

x^f == 4»'- 53"»- ao*- 

Donc lea io5 ouvriers devront travailler pendant 4*^' 53** 9o*« 
par jour* 

690. D'après le raisonnement que nous avons employé dans les 
deux ezem^des prèoëdents , il est aise de voir que pour ré$oudra 
toute question qui conduit à une règle de troii composée > il 
suffira d établir, confbrmément aux conditions de C énoncé ^ 
ie rapftort qui existe entre chaque couple de quantités données 
de même espèce^ et de multiplier tous ces rapports entf^eux ,• 
an aura ainsi le rapport qui des;ra exister entre la quantité 
cherchée et la quantité donnée de même espèce. L'exemple 
suivant suffira pour éclaîrcîr le procédé que nous venons d'in - 
diqoer. 

Qtr^Tio»! VIII. Soou^ftiers, âraçaillant lo heures par jour. 
Tome H. ^^ 
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9fU mi$ l^Sjeurs à creuser un bassin de 4 mètres de frofondsmr 
sur Bo mètres de longueur et i6 mètres de largeur, éans m 
terrain dont la difficulté est représentée par 3/ combien fau* 
drait'il employer d'ouvriers travaillant 8 heures par jour, 
pendant iS jours, pour creuser un autre bassin tfui aurait 6 
mètres de profondeur sur !i5 mètres de longueur et is* mètres 
de largeur, dans un terrain dont la difficulté est représentée 
par 2 ? 

En raisonnant comme non* Tavons fait ( n^* 688 et 689), on 
aurait tet proportion» taivantes: 



8 : 


lO 


• • 

• • 


3o 


: X , 


i8 : 


45 


• • 


* 


'.x' . 


« : 


6 


• • 

• • 


x' 


:x" , 


ao : 


a5 


• • 

• • 


x" 


: x'", 


i6 : 


13 


• • 


xvi 


:x»^, 


3 : 


a 


• • 

• • 


x"^ 


• * ♦ 



qui étant multipliées par ordre donneraient 8 Xî8X 4X 3oX t^ 
X3 : ioX45x6Xa5xi2X3^ : : 3o : x^^ en remarquant que les 
nombres^, x^, x'', ;r'" et x^^ se trouvant facteurs communs dans 
les deux termes du dernier rapport de la proportion composée, on 
peut les supprimer. Mais il est facile devoir que l'on arrivera éga- 
lement à la proportion ci-dessus en raisonnant comme il soit : 

Si la condition du nombre d'heures existait seule, il faudrait 
employer plus d'ouvriers dans le second cas que dans le [iremier, 
puisque, dans le second cas, il y a moins d'heures de travail par 
jour que dans le premier. Ainsi, pour cette première condition, le 
nombre d'ouvriers doit augmenter, dans le rapport de 8 à lo. 

Si la condition du nombre de jours de travail existait seule, il 
faudrait encore plus d'ouvriers dans le second cas que dans le pre- 
mier, et par conséquent, pour cette seconde condition, le nombre 
d'ouvriers doit encore augmenter, dans le rapport de i8 à 4^* 

On trouvera pareillement que pour la troisième condition, le 
nombre d'ouvriers doit augmenter, dans le rapport de 4 à 6 ; qoe, 
pour la quatrième, il doit encore augmenter, dans le rapport de no 
à 25^ que pour la cinquième, il doit diminuer, dans le rapport de 
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«6 à I a| et que poui^ la sixième enfin, il doit encore diminuer, dant 
le rapport de 3 à a. 

• On aura donc les rapports 8 l lo, i8 : 4S« 4 ! ^i ^o C aS, i6 
: la et3 : 2, dont le rapport composé sera égal à celui de 3o à la 
quantité d^^rchée, en sOrte que Ton aura la proportion 8xi8X 4 
XttXi6x3 : ioX4Sx6xaSxisX9i U 3o ; »▼ , comme 
ci-deuns. 

Cett^ proportion donnera 

ioX45x6Xa5XiaX»x3o 

8Xi8X4XaoXi6x3 
5x5x3X5x3XaXio 



4XaXaX4X4 
5X5X3X5X3X5 



4X^X^X4 

56a5 57 

87— . 



64 64 

57 
La réponse à la question est donc 87 ouvriers et — . 

d4 

57 
L'interprétation de la fraction •*- ne peut présenter aucune di#^ 

64 

ficulté, car on conçoit aisément qu'une fraction d'homme ne saurait 
exister; mais aussi on conçoit bien qu'il j a des hommes dont les 
forces diffèrent entr'elles. On doit donc entendre ici qu'il fautem- 
plojfer 87 ouvriers de force ordinaire, et un seul ouvrier dont la 

57 
force serait les — de celle des autres. On pourrait encore consi- 

64 
dérer le nombre d'heures que cbaqsa ouvrier doit traTailler par 
jour, et alors on devrait entendre qu'il faudrait employer 87 ouvriers 
qui travailieraîttit 8 heures par jour pendant 18 jours, et un seul 

57 
ouvrier qui ne travaillerait chaque jour que pendant les de 8 

64 
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hmtts. KuT^tt^ comme une approximation suffisante est tout ce 
qu'on doit chercher dans la pratique, on peut prendre le nombre 

88 pour résultat , parce que la fraction est plus grande 

64 
I 

que . 

2k 

RuiAaQUB. Avant d'effectuer les opérations indiquées dans les 
deux termes de Pexpression fractionnaire qui fait conoaitre la 
valeur de la quantité cherchée, nous avons eu soin de supprimer 
tous les facteurs communs de ces deux termes. Cette suppression 
simplifie évidemment le calcul , et, par conséquent^ on ne devra 
jamais la négliger lorsque les facteurs communs seront faciles à 
apercevoir. 
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691. L 'intérêt d'une somme d'argent est le bénéfice que fait au 
bout d'un certain tens celui qui la préie ou qui \sl place; cette 
somme se nomme le ca/?i£a/. L'intérêt d'une somme dépend évidem- 
ment du tenta qu'elle reste placée.etdu bénéfice que le capital 100 
francs doit rapporter au bout d'un an, d'après une convention éta- 
blie entre \e préteur et Yemprunleur; ce bénéfice de convention est 
ce qu'on appelle le taux de Vintérél ou le taux de V argent» Ainsi, 
quand on convient que 100 francs doivent rapports 5 francs de 
bénéfice au bout d'un an, on dit que le taux de l'intérêt est 5, ou que 
l'argent est à 5 pour ^/^ ^y Le tanx ordinaire de l'intérêt est de 4 



(^) C'est U manière usitée d'écrire cinq pour e^nt dans le commerce { 
on écrit même souvent 5 p. Vu» 



on 5 pour ®/o» ^ptelqMlois 6; un tant txlut él«vé «eiwlap^lé 



On apfMlle diniêr le qtolical de la dmston de loo feaoct par le 
taai de Tîntérét. Ainsi, lorsque Targent eet à 5 poar ^/«^ le denier 
est ao , et on dit alors que la Somine est placée au denier vingt. 
QHte mesfiéfed'exprioier^e: que rapporte AMineUe«ie»l>tmeertain 
capital est assez usitée dans les transactions relatives aux bieat 
ruraux . 

693. Il y a deux sortes d'intérêts : Vintérét simple et Vintérét 
composé. 

L'inlérét est simple quand il ne doitpasétre joint au capital d*une 
ai>oée pQiir produire vu plot grand bénéiice pendant les iKonées 
suivantes; il est composé , quand à la fia de f)ia4|ue ann^e qa 1a 
joint au catpital pour produire un bénéfice pendant Tannée lui- 
vante. On dit alors qne Ton •recevra les intérêts des intérêts. 

L'opération par laquelle on détermine le bénéfice que doit rap*» 
porter un certain capital , après un tems donné, se nonme ^èf^ 
d*intérét. 

La résolution des questions relatives aux intérêts simples dépend 
delà théorie des proportions. Quant ieellesqui traitent de rintérét 
composé, leur résolution est une application immédiate de la théorie 
des progressions. 



D£ L^INTÉRÊT SIMPLE. 



693. Question IX. On demande Vintérét que doit rt^ppoNer 
après 6 ans^ une somme de iSoofranùê^ placée à 5 pour •/^. 

Poor répondre à cette question, il lant d'abord ehardîer l'ia^ 
térét annuel ^n oapital i6oo francs ^ et pour cela on ^mila prei«^ 
portion 

loo^' : i6oo^- : : 5^* : y* 
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Majn tenait il est faeikt de irok que le eepiial iSeo'* qui rapporte 
y francs par an , devra rapporter en raison da nombre d'années 
qu'il sera resté placé ; on trooTeva d#BC Hnlérèt de ce capital ao 
bout de 6 ans par la proportion 

I : 6 : : y- : jf'* 

Maltipliant par ordre cetia proportion et la précédente , os 



loo" ; i6oo'' X 6 :: 5'* : x'-, 

d*où il viendra 

i6oo^X6x5 
a:= = i6^X6X5 = 48of- 

lOO 

694t Si on représente généralement par a la valeur d'un ca* 
pltal| par t le taux de l'intérêt et par n le nombre d'années qoe le 
capital reste placé, les proportions du n^ précédent deviendront 

loo :«::<: j- 

«t \ \ n w y\ X, 

qui donneront 

100 : âii : : r : « 

ant 
d'oii X c= — \ 

lOO 

formule à l'aide de laquelle on peut résoudre toutes les questions 
du genre de la précédente. Si on la traduit en langage ordiuaire , 
on aura la règle suivante : 

Connaissant le capital, le taux de t intérêt et le nombre 
d'années du placement , pour trouç^er l'intérêt que désira pro- 
duire le capital , il faut multiplier ce capital par le nombre 
des années et par le taux de l'intérêt divisé par lOO. 

ani 
698.. La formale x = peut aussi servir k déterminer celle 

lOO 

destroitqiiantitéstf, II, r qu'on voudra, quand on contiaitra les 
dcni antres, ainsi que la quantité qui a été représentée par x. 

I^ Soit n la quantité qu'il s'agit de déterminer, connaissant x, 
a et /. 
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amt 
On l-ësoudra J*4^qaation x = par rapport à n (oP 886) , et 

100 

on aura 

looar 
at 
forititile qui donne la règle saivante : 

Connaissant le capital, le taux de ^intérêt et Vintérêt 
qu'a produit le capital au bout d'ttn tems ineofmuf pot^r 
déterminer ce tems, il faut multiplier par loo V intérêt 
connu, et diviser par ie produit du capital par le tauai de 
ttntérét. 

ant 
a*. La relation x «= donne 

lOO 

iooj: 

nt 

d*où on peut conclure que 

Connaissant le tems qu'un certain capital a été placé, 

f intérêt qu'il a produit et le taux de l'intérêt , on trouvera 

la valeur de ce capital en multipliant par lOO l'intérêt qu'il a 

rapporté, et en divisant par te produit du tems du placement 

par le taux de l'intérêt. 

ant 
3*. La relation x «=a donne encore 

lOO 

looar 
an 
d*où il résulte que 

Connaissant le capital, le tems du placement et l'intérêt 
qu'il a rapporté, on déterminera le taux de l'intérêt M mul-^ 
tipliant par too l'intérêt du capital, et en divisant par le pro-' 
duit du capital par le tems du placement, 

\» 
REKiaQuc. L'année est composée de 36S jours et d'une fraction 
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de jour, et on la partage en donxe mois qui n*ont pas tous le même 
nombre de jours. Dans le commerce, pour les opérations du genre 
de celles qui nous occupent maintenant, il est d*usage déconsidérer 
les mois comme composés de 3o jours chacun , et par conséquent 
Tannée comme étant de 36o jours* 

696. Question X. On demande ce que doit rapporter un ca^ 

pital de 4000 francs après 8 mois et 10 jours, l'intérêt étant à 

I 

4 p<mr% 

a 

On a, dans ce cas, a s=> 4000'% 

a5o I 

n x=3 ai année, r s» 4 • 

36o a 

ant 

Si on substitue ces valeurs dans la formule x == du n® 094 , 

100 

on aura 

r ^5o . I 

4ooo'x5g-^X< — 

X =3 . . ^ 

100 

a5 9 

36 a 

25 

= 5 X X 9 =» 5 X a5 = ia5^- 

9 

697. QuBSTiow XL Z/n capital de 6000 francs, placé à 6 
pour ^/o9 a produit un intérêt tie Soo francs ; on demande la durée 
du placement 

On a ici a =1 6000'% x = 5oo'% r = 6. 

lOOX 

Snbscitoant ces Talearsdans la formulé n s=s (n®693, I^}, 

at 

on trouvera 

loox^oo 5oooo 5o a5 

» == — = = = ■ d'annéCy 

6doox6 36000 36 i8 



7 36oX7 

oa a irai i*» ~- d'année =« i«« _— - àtjour. 
18 18 

€98. QoESTiow XII. L'intérêt de l'argeni étant à 4 pour «/oi 
quel cnpital faudrait-il placer paur avoir 600 francs d*intérét 
après % ans et $ mois P 

On a dans cet exemple I ra» 4, 2- iia 600'*,» ■« a 



I 



I004P 

La formule a a» *— (n^ 695, a*) donnera donc* 
nt 

100 X 6oo'* 

es 6000 francs* 




699. Question XïU.r/n capital de laooo /nific* a pro- 

duit un intérêt de 800 francs au bout de 18 tnoisf on de- 

mande le taux de l'intérêt. 

3 
On a ici a s=: iioco*^', » s= ' — , x =» 800'* 

a 
On aura donc (n^ 695, V.) 

100 X 800 80000 80 /|0 4 

»4 . 



3 18000 18 g q 

laooox — V -J 

a 

700. Question XIV. Un fermier paie 1000 francs de lo" 
cation ,• t7 offre d'acheter sa ferme *et de (a payer au denier a5; 
quelle somme devra-t^il donner au propriétaire ? 

IjC denier étant (n^ 691) le quotient de la division de 100 par le 

taux de Tintérét, si on- représente la valeur du denier par d^ on 

100 
aura généralement ^= ^— , 
t 

fOO 

d'où il vient /= — ; 

d 

ToMB H. 43 
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100 

et par coosëqaent, dans le cas dont il s*agil, onu t s= =: 4. 

Il s*agit donc maintenant de trouver la valeur du capital qnii k 
4 pour */o, rapporte 1000 francs au bout de l'année. 
Opérant comme au n® 698, on aura 

100 X 1000 1 00000 



i X 4 



aSooo francs. 



701 . Quelques fois, le taui de Tintérét est donné pour un mois, 
au lieu de Télre pour «n an ; dans ce cas, on prend le mois pour 
nnîté de tems, au lieu de prendre Tannée, comme nous Tavons 
fait jusqu'ici. Au reste cela ne peut apporter aucune différence 
dans la marche à suivre pour résoudre les questions relatives aux 
intérêts simples. 

I 

Supposons , par exemple » qu'ayant placé 6000 francs, k 

pour *^/o par mois, on demande Vintérét de cette somme après a 

I 
ans ' . 

I 

On a ici a = 6ooo'*, ^= — et n = 3o. 

ant 

La formule x = du n® 694, donnera done 

100 

6ooo'-x3oX -^ 

X = 'I < = 6o'' X 10 =; 600^% 

100 
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DB l'intérêt composé. 



702. Soit proposé de répondre à la question suivante : 
On a placé une somme a paur un nombre n d'années , à 
raison de t pour ^/o p^^ ^n / combien devra^t^on recei>oir après 
^e tenu , en comprenant le capital a et les intérêts accu-^ 
mules pendant le tenu a , ainsi que les intérêts des tri" 
bérets P 

A la fin de la première année , on au commencement de la se* 

as 
conde , le capital a aura produit un intérêt représenté par -i 

loo 
^n^ 6d4) , puisque n =^-s t. Donc à la fin de la première année , le 

et / , ^ \ 

capital le^a détend à -f- « ooii ( i-f-*— *— 1 . 

loo V looy 

L'intérêt de ce nouveau capital à lA fin de la seconde aAné« 

«era a \f i-| — : — )x , et par conséquent, après les deux 

\ 100 / ïoo 

premières années, ou au commencement de la troisième, le capital 

sera devenu 

^x (i-\—^)+a(i+-^)x— , 

\ looy \ 100 y loo 

V 100/ V 100/ 

\ 100/ 



ou 
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A la fin delà troisième année, ce noaveaa capital aura produit 

/ r \* t 

rîntérét a ( i-| 1 x ♦ et par conséquent après les trois 

\ looy loo 

premières années le capital sera devenu 

V looy V looy loo 

V looy \ 100/ 

on a( i-| ) , 

V loa/ 



et ainsi de snite. 



etc. 



Les capitaux a ( 1+— j » « ( i-}-— • J , a ( iH ) , 

V looy V 100/ ^ loo'^ 

forment évidemment une progression géonétriqae dont la raison 

est I -I , et dont (n* 548) le a.*" terme est a ( iH ) 

V 100/ 



100 



X ( '"4""'"^) f ona ( i-j ) f qui n'est autre chose que la 

valeur accrue du capital a à la fin de la 11 ."^ année. 

Si donc on représente par X la valeur da capital a après n 
années , on aura 

X = "('+—)'; 

formule au moyen de laquelle on pourra résoudre toutes les ques- 
tions de cette espèce. 

Soit a £=r 4oo'', r c= 5y If = 3. 

On aura X »= 400'- x ( iH ) — 4oo'*X (i|05)* 

^ 100^ 



iRT^aii coMtoU. 34i 

=? 400' X 1,1576^5 

s=s 463'%o5. 
L'opération précédente peut devenir très laborieuse lorsque le 
capital est composé de plusieurs chiffres significatifs et que la 
nombre n est un peu grand. Alors on peut Tabréger en employant 
les logarithmes. 

La formule X x= « { i-j j 

\ 100/ 

donne (no« 846 et 848) 

log. X = log. a + jf log. ( i-f- — ) . 

^ 100 

Ainsi, en supposant les mêmes données que dans l'exemple pré- 
cédent , on aura 

log. i,o5 '. . . . 0,021189 

multipliant par 3 

log. (i,o5)* 0,063567 

log. 400 3,6o3o6o 



Somme a,6656a7 log. X. 

X = 463'so5. 

/ ' \'* 

703 . La formule X = a [ i- j ■ j peut aussi servir à dé- 

V 100 ^ 
terminer celle des trois quantités a ^ t^n qu'on voudra, quand on 
connaîtra les deux autres , ainsi que la quantité X. 

i.^ Pour trouver a, on aura 

X 

a = ' ■ . 

0+—)" 

V ' 100 / 
a.® Pour trouver /, on aura 



r=.oo|^i_ 



100. 
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3.^ Pour déterminer n , oh appliquera les logarithmes à la for* 

mule X = a ( i-| J , ce qui donnera 

log. X =^ log. o + w log. ^i-| ^ , 

d'où il viendra 

log. X — log. a 

704. Question XV. Que deçiendra le ccpiial 400 francs ^ 
après 14 ans , en tenant compte de Vintérêt composé , le taux de 
V argent étant de 5 pour ^\^ ? 

On a ici a = 4oo'*, w = 14, r = 5. 

La formule X = a ( i-l ). deviendra donc 

V 100^ 

X = 4oo'-(i,o5y*; 

d'où log. X = log. 400 + i4 îog- ï>o5. 

Type du calcuL 

log. i,o5... 0,021189 

multipliant par. i4 

log . (i ,o5)** 0,396646 

Jog. 400 a,6oao6o 



Somme. •••....• 2,89^706 log. X, 

X=a79iS96. 

705 Question XVI. On a placé un capital à intér^ 
composé, et au bout de 5 ans on tetoit 7a9'',97 pour rembour- 
sement du capital et des intérêts des intérêts j le taux de 
l'argent étant de 4 pour «/o / on demande quel était le 
capital primitif 

Dans cet exemple , on a X = 7»9'*>97 , w == 5 , « = 4- 
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' Substituant cet valeurs dans la formule a = ■ " ■■ ' du 

\ ' 100/ 
n^ 703 , I .• , on aura 

■ 7a9S97 



d'où log. 4 = log. 729,97 — 5 log. 1,04. 

Tjrpe du calcul. 

log. I904 0,017033 

multipliant par 5 



log. (i,o4)* o,o85i65 

retranch. du log, de 739 97 qui est 2,8633o5 



On aura 3 778 1 4o log. a. 

a =6oo'*,o8 

706. QoESTiow XVII. On a placé S^^'j francs , qui, au bout 
de 7 ans , ont rapporté ia55o'',i i, capital et intérêts des intérêts 
compfis, on demande quel était le taux de Vintérét. 



= ,oo|/<E 



Il s'agît ici d'appliquer la formule / = 100 \y/ 100 

du n^ 705, 2.^; mais pour faciliter le calcul , nous la mettrons 
(n^ 587) sous la forme 



= ^/.oo-X^- 



Remplaçant les lettres », a et X par les données de la question, 
on «ara 



I ^y 100^x12^^0,11 

I / 100. 

V 8347 



8347 

Calculant le premier terme du second membre par le moyen des 
logarithmes, et retranchant nne centaine du résultat, on aura la 
valeur de t. 
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Type du calcul. 

log. loo 3,000000 

Multipliant par 7, 

log. (lOoV 149O00000 

log. ii55o,ii 41O98648 

log. (ioo)'xxa55o,u 18,098648 

log. 8347 .^. 3,92i53o 

(iooVxia55o,îi 

log. — 14,177118 

8047 



Dwisantpar • 7 

log. 



I y^(ioo)'Xi255o,ii 



8347 

'/{ïôôFxïâssôxTï 



l/' 



io6 ; 
8347 



donc f = Ï06 — 100 = 6. 

Le taux de rintérét était donc de 6 pour 7o* 

I 

707. Question XVIII. Ayant placé à raison de 4 — 

pour Yo> P^^ f^n, un capital de 634^ francs, on a reçu, au 

bout d'un certain tems , la somme de 7907 francs, pour rem» 

boursement du capital et des intérêts des intérêts; on demande 

combien de tems le capital est resté placé. 

I 
On a ici a ==î 6345'*| / = 4 — , X = 7907'' 1 et par con- 

fiéqnent la formule 

log. X — log. a 
n = — 2 — .^ 2_- du n« 705, 3^ 

log. 



V 100/ 
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devient 

îog. 7907 — log. 6345 

log. 

a 00 

Ensuite 

log. 7907. 3,89801a log. 209 1,320146 

log. 6345 3,802433 log. 200 2,3oio3o 



iiijjf. #.. 0,095580 dtj[f, 0,019116 

Divisant 0,095580 par 0,019116 , ou ce qui revient au même 
(n® 263), divisant 95580 par 191 16, on trouvera pour quotient 5. 
Ainsi le capital 6345 francs a été placé pendant 5 ans. 

708. Si le taux de Tiiltérêt était éoftné par mois, il faudrait 
prendre le mois pour unité de tems , comme nous Tavons fait au 
n<> 70! . 

I 

Supposons 9 par exemple, que le taux de Vargent étant à 

<A 
pour **/^ par mois, on demande ce que deviendra le capital 600 
francs au bout de 2 ans et 4 f^ois , en tenant compte des intérêts 
des intérêts. 

I 
On aura ici a =3 6oo'-, r= — ^ , /i= aS mois^ei la formule 

X= a( i -^ )du n* 702 deviendra 

V 100/ 

x = 6oo' X (i+— y 

V loo-/^ 

3oi 

d'où log. X = log. 600 -f- 28 log. : . 

3oo 

ToMB IL 44 
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Etffi'ctuanl les opérations indiquées, on trouvera 
X = 658'-, 63. 

709. Nous lermiDerons par cette ({aestion : 

On place une somme a pour n années f à condition qu'on 
recevra les intérêts des intérêts. A la fin de chaque année^ on 
place une nouvelle somme qui doit être jointe au capital de ^ 
cette même année pour produire intérêt composé pendant les 
années suivantes* On demande ce qu'on devra recevoir^ après 
les n années écoulées f pour être remboursé entièrement y en 
comprenant l'intérêt composé de chaque somme placée, 

Soient bf c, d / les sommes placées après un an, a ans, 3 

ans, etc.; et soit toujours t le taux de Tintérét. 

/ t . » 

LetbpitAl a^ apf es ^«nnéé» détendra a ( i^ — ^ ) ,maispoar 

t 
plus de simplicité , nous représenterons par i la fraction qui 

lOO 

«st évidemment Tintérét simple d*nn franc par année, puisque /est 
rintérét de loo francs $ et alors le capital a au bout de n ano«cs 
â«VMndrm. « « » ^ ^ « « .««•..«..««•.«.»»««« . ù{\*\4)\ 

La somme b qui n*est restée que {n — i) an* 

nées deviendra 5(i-|-i)*~* ; 

)â somiâê ù qui est restée {n ^ i) années de- 

Tiendra c(I4*3"~^ 

et ainsi des autres, jusqu'à la êooiae /qui 
n'étant restée placée qu^ pendant une année^ 
deviendra / (i+O- 

Donc après n années, le capital a deviendra 
X = a(i-Hr4 3(i+'r-*+c(i^ ,7-«+ +/(.+0. 

Supposons, par exemple que a = 4oo'', i = loo' ; c = 5o'*, 

i 
l = i5o'', tj ==i 4 et r s=â 5, d'où ou / = o,o5. 

lOO 

On aura alofs 
X=4oo''X(t,o5)*+ioo'X(i,o5)»+5o'x(i,o5)»+i5o'x(i.o5) 



=» 4oo'. X (i,ai65o625) + IOo^ X (i,ï576a5) 

+ 5o'- X (i,ioa5) + i5o'' X (i,o5) 
= 486'-, aoaS -f ii5'-, 76a5 + 55'% lî^Jo + 15;' , 5o 
=.8i4'-, 69. 

8i4S59. 

710 . Si toutes les tommes ^, r, ^. « . . , que le préteur joint au. 
capital a après un an, a «ti»» 3 «M, etc., sont égales à ce capital, la 
forrnule du n** précédent deviendra , en renversant le second 
membre, X = fl(i+i) + «(i-fW)*-*^"-') +,.... +«(1+0""-* 

On aura doue (n^" 523) 

I + I — I 



t 



Supposons 4 »?= 3oo'*, «=^4, r5=6ou/=?= o^pÇ. 
Qn aura 

3oo^-X(i.o6) tt'3P^i)^^y) 

3oi>oo'-X(i,o6)[Ci,o6)*--i] 

= 5ooo'* X o,a78aa55776 
= i39ï%i3. 

N. B. Si le nombre n était j[rand ^ et si le capital a était com- 
posé de plusieurs chiffres significatifs» il serait plus eipéditif d'o- 
pérer par Jpçviih;»es. 

711. La formule X = * donne lieu à 

i 

trois antres questions, ainsi que celle du n^ 702. 
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I.' Pour Ironver a. on a évidfinment 



('+0 C (>+')"- x] 

a.* Poar troQTer n^ il faut d^abord dégager (i-|-0") P^^ ^^ ap- 
pliquera les logtrilbmes. 
Od aura 

X X I 

X X i 
d'eu 040^= . .^ +'> 



donc n log. (i-fi) ==» k)gY — -— — + i) , 

d'où « = LZII . 

log.(i+i) 
3.^ La détermination de /dépendant de la résolution d*une ëqua^- 
tion du degré /t, nous ne pouvons nous en occuper ici que pour le 
cas particulier où /i &= a. 

£l(l4^-) [(l+i)"—! ] 

La formule X s= __...._,,—. devient dans ce cas 

I 

«(i-fi) [(.-hV — i] 



I 

et donne successivement 

^ _ ('-H) [(-H)'-'] 

a i 



(i+O (i+a/+t»— i) (i-f-0 (ai+i») 



i 



a-}. 3/ + ,». 
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I 
On a dotic> pour rrcover i oa , Téqualion 

100 

qui donne (n" 660) 



100 a V a '4 



a K a 4 



donc 



I X X 1 

== — i5o di 100 1 X f-i — 

K û 4 



Sopposons a = 40'% X = 86'*, 10. 
Oo aura 



= — 1 5o ± 100 I X . -4 

y 40 ' 4 

r ^ I /8,6io4-i 
= — i5o ± 100 IX ! — 



iSozh 



— i5o di 



4 
100 \/ 9,610 

iooX3,io 
a 



3io 
= — i5o ih =a — i5o it 

3 

On a donc pour t les deux Talenrs 

/ = 5, ^ = — 3o5 , 
dont la première saltafail à la question proposée. 



La seconde valeur — 3o5 donne pour / \h valeur — 3,o5 qui 
ftalbfail à renoncé du problème dont Téquatlon 

X 

i> — 3i+/a ==o 

serait la traduction algébrique (q^ 66^, rem,). 



DE LA RÈGLE l)'fiSCOMPT£. 



7 i%, Vescompte est la remise que fait le possesseur d'im billet 
â celui qui lui en paie le montant avant I échéance. 

Ainsi, le porteur d'un billet payable dans un an se présentant cbes 
on banquier pour avoir de l'argent, il doit évidemment ne recevoir 
présentement qu'une partie du montant de son billet ; et cette 
partie doit être telle qu'en l'ajoutant à l'intérêt qu'elle pourrait 
rapporter au bout de l'année, il en résulbe une somme précisément 
égale à la valeur du billet à la même époque. 

L'escompte dépend xlonc du taux de l'intérêt. 

L'escompte est dit simple ou composé^ selon qqe l'on tient compte 
de l'intérêt simple on de l'intérêt composé. 

L'opération par laquelle on détermincla partie du montantd'un 
billet que doit recevoir le porlenr de ce billci , lorsqu'il veut être 
payé avant l'échéance, se nomme règle d'escompte. 

713« Supposons -que le fnentjmt 4'un biUet est a^ que ce 
billet est payable au bout de n années, et que le tauxdel'in' 
térét est t. On demande la valeur actuelle du billet, en ne te* 
nant compte que de tinlérét simple. 

On raisonnera cojdubc U suit: 
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too frflocs mpportftfit r francs après Tunîtô de tens, ces loo 
francs rapporteront m francs après n années. Donc lOo francs 
payables présentement valent loo'* -)- tn francs payables dans n 
ans ; et réciproquement, loo'* + tn francs, payables dans n ans, 
ne valent présentement que loo francs. 

On trouvera donc la valeur actuelle du billet au moyen de la 

proportion 

loo -[- tn : loo i: a : X ; 

d'où il viendra 

xooa 

'«=» —7 ('^• 

100 -|- tn 

Cette formule donne la règle suivante : 

Pour trouver la valeur actuelle d*un billet payable après un 
certain nombre d'unités de tems , il faut multiplier le mon- 
tant du billet par 100, et diviser par 100 augmenté du pro* 
duit du taux' de l'intérêt par le nombre d'unités de tems* 

Remarque. Si du capital a payable après n unités de tems on 
retranche la valeur actuelle de ce capital , on aura évidemment la 
valeur de l'escompte. Donc en représentant cet escompte par y, on 
aura 

100a 



lOO+W 

looa + atn — looa 
100 -j- tn 
atn 



(») 



lOO -j-^ 
formule qui donne la règle suivante : 

Pour trouver f escompte d'un billet payable après tm certain 
nombre d'unités de tems, on multiplie le montant du bilUc 
par le taux de l'intérêt et par le nombre d'unités de tems g 
puis on divife le produit par 100 augmenté du produit du 
taux par le nombre d'unités de tems» 
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714. Question XIX. Vintérét de l* argent étant à 5 pour «/o, 
on demande la valeur actuelle d'un billet de 1080 francs , 
payable dans 6 ans, en ne tenant compte que de t*inté.rët 
simple. 

On a ici a = 2080, r =: 5, iî =3 6 . 

Lt formule (1) du n^ 715 donoera dooc 
aoSooo'* 



iGoo'*. 



i3o 

Si aa lieu de chercher la valeur actuelle du billet , on voulait 
déterminer immédiatement Tescompte, on emploierait la formule 
atn 



lOO+ftl 

et on aurait 

ao8o''X5x6 ôa^oo'- 

ioo+5x6 i3o 

715. Cette manière d opérer n*est point adoptée par les ban- 
quiers. Ils raisonnent de la manière suivante : 

100 francs rapportant t francs après Tunité de tems, ils devront 
rapporter tn francs après n unités de tems; donc xoo francs 
payables dans n unités de tems ne valent présentement que loo'- 
^- tn francs. On trouvera donc ce que vaut actuellement le mon- 
tant a d*un billet payable dans n unités de tems , an moyen de la 
proportion 

100 : loo — iw :: a : x'; 

a (loo — tn) 



d*oà 



100 



£n représentant par^ Tescompte résultant de celte manière de 

a (100 — tn) 
raisonner, on aurait y^ r= a — '■ 

100 

looa •» 100a -)- o.ttt 
100 



ou r' = 
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atn 



loo 



Si dans ces deax nouvelles formules oo substitue les données du 
11^714, on aura 

ao8o'x(iôo — 5x6) 

lOO 

ao8o'x7o 



«= »o8'-X7 «=== 1456'% 



lOO 

ao lien de i6oo francs , ainsi que nous l'avons trouvé par l'autre 
procédé. 

ao8o'-x5x6 6*400'- 

a^ y= = =:6a4'-, 

100 100 

an Hea de 4B0 francs, somme trouvée par l'autre piocédé. 

L'escompte déterminé par cette dernière méthode se nomme 
escompte en dehors, et celui qu'on détermine par la formule 
atn 

y =r se nomme ^^co/7^/è en. dedemt» 

100+^ 

looa 
746. La formule x = du n® 713 peut aussi servir 

lOO-j-^ 

à déterminer celle des trois q^iantités a, f, n que l'on voudra, quand 
on connaîtra les deux autres, ainsi que la quantité x. Cette for* 
mule donne 

X (100 -f- tn) 
1°. a 



t = 



3». n ^ 

t,x 
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100 




100 


(û — 


x) 




nx 




100 


(«- 


x) 
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a (joo — tn) 
717. Lt formule x* = — du n* 715 donne pt* 

lOO 

reillement pour les questions relatives à l'escompte en dehors 

lOOj/ 



lOo — tn 
100 ia — X*) 

lOO (rt — x') 

3*. jf == . 

ai 

718. QuESTioif XX. Une personne achète au comptant 

pour 6ooo francs de marcimndises. N'ayant point de fonds 

disponibles pour le moment, elle fait un billet payable dans 

6 mois; on demande qu'elle est la somme qui doit être portée 

I 
sur le billet, f intérêt étant à — pour »/o par mois. 

On a ici x sss ôooo**, t =2 —, ir s=s 6 mois, 

a 

Ainsi, en prenant l'escompte en dedans, on anra (n® 716, i^.) 

6ooo'- X ^loo + -1 xô^ 

û= , 

100 

ou a == 6o'- X io3 = 6180'* . 

En prenant Tescoropte en dehors, on aura(n^ 717^ i®.) 

100x^000 600000'* 
a = = = 6i85'-, 57. 

,00- JLx6 97 

a 

719. Question XXI. On reçoit 4090'', gi en échange d*un 
billet de t^Soo frimes , payable dans %ans ; quel est le taux de Vin^ 
térêt ? 



On a af = 4o9o's9i, a «= 4S00'*, it taa a. 

JPar Peseompte en dedans, on aura (n® 716, a^.) 

100 (45oo — 4090,91) loo X (4P9» 09) 



I = 



ax409o,9i 8181, 8a 

40909 

5f 






ai 81, 8a 
à très'pcn de chose près . 

Par l'escompte en dehors, on aura (n® 717, a*.) 

100 (45oo'' — 4090'', 9») 40909 

45oo X 3 9000 

40,900 

= -= 4,545444 

9 

720. Question XXII. On reçoit un billet defjH francs^ 

I 
«n échange d'une somme de 1600 francs^ (intérêt étant à '— 

a 

pour'^lf, par moisf à quelle date faut-il porter V échéance du 
billet? 

On a dans ce cas x = i6oo'', a = 1744S t = — • 

a 
Escompte m dedans^ On aura (n^ 7l6> 3^.) 

100 (1744 -^ 1600) tooxi44 

I ^ 800 
X 1600 

a 

'44 „ . 
= — = 18 mois. 
8 

Escompte en dehors, . On aura (n® 717, 3** .) 

100(1744 — 1600) 14400 

■ , i 87a 

1744 X — ' 

a 

= le*»»» — . 

a 
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731. Si a est la talear actuelle d*ini capital, !a quantité X 

donnée par la formule X = a T i 4 j du n° 702 sera la va- 

V 100/ 

leur de ce capital après n unités de tems , en supposant quon 

tienne compte de Tintérét composé. Réciproquement, si X repré* 

sente une somme payable après ff unités de taou, la quantité a, 

déduite de la même formule, ne sera autre chose que ta sommeX 

diminuée de Tescompte composé ; il n'y a donc rien è ajouter à ce 

qui. a été dit (n^ l^^ecsutp.) rclatitement à l'iniérèé*compasé. 



DES AI!IPiUITÉS. 



739. On appelle, en général, annuité f un emprunt dont le 
débiteur s'engage a rembourser le capital et les intérêts des inté- 
rêts, par des paiements faits à des époques également éloignées les 
unes des autres ; le plus ordinairement » les payements se font 
d*année en annéa, et c'est de là q«ie vient le nom à*annuité. 

On appelle quotité de l'annuité, la somme qu'il faut payer par 
année pour rembourser en un certain nombre d*aonées un capital 
avec les iotérêts des intérêts. 

733 . La question des annuités est donc celle-ci : 
Quelle somme faut-il recevoir par année pour être remboursé^ 
capital et intérêts des intérêts^ dune somme a placée àl 
pour ®/o , pendant n années? 

Pour répondre à celte question, nous représenterons par a la 
quotité de l'annuité , et nous raisonnerons de la manière sui- 
vante ; 
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Si la somne a que )*èn reçoit à ta fin die la premièrd année res- 
tait placée pendant les (n — i) autres années , elle deyiendrail 



(■+-)" 

\ 100/ 



à la fin de la ii«« année (n« 702), ou a (i +/)"'"*» 



t 

en remplaçant par 1. 

100 

Pareillement, si la même somme a que Ton reçoit à la fin de la 
%^^ année restait placée pendant les (n — 2) autres , elle deviendrait 
a (1+*)**^* à la fin de la /i*" année, et ainsi de suite. 

Le capital a, après les n années , ou ce qui revient au même, le 
capital X du n^ 702 se composerait donc des sommes'ce (i+<)'**'S 
«(i-j-,)*-» _ , a (i+i^-C»-»-) , a (i-py-C--*) , 

a(i+0'-% 
ou 

et com«e (u^ X08) ce capital a devient, après n années, <t(i-hi )*, 
on aurait donc a ^«(i-j-O + «('+0* + t • •+ «C^-W*""* 

Or le premier ntensbre de.cette équation est évidemnest lu abmmii 
des termes d'une progression géométrique, dont le pren^ierierme 
est a, et la raison (i-|-«); on a doncU^^S^) 

ou a(i+0'' — « = <i-H)* X «, 

ou a [ (i-fi)»— I ] = «(i-f 1)" X i. 



d'où 



ci-f-ir— I 



724. Question XXIII. On demande ce qu'il faut payer 
annuellement pour éteindre en 10 ans une dette de 400 francs f 
capital et intérêts des întérétSj le taux de l'argent étant de 5 
pour Yo- 



3$8 AjamiÈt' 

Oo a ici « =s= 4oo'', n =3 lo, / =3 5, oo i =b o/>5. 

La formule a == 

deviendra donc 

"^ (i,o5)*»— I 

Cliercliant d*abord la io"« puissance de i,o5,on trouTcra 1,629, 
et par conséquent le dénoroinatear de la valeur de a sera 0,629. 

Pour trouver le numérateur, on aura 

log, i,o5 0,02x189 

multip* par 10 

\o%. (i,o5)*« 0,211890 

log. 400 ••• • a,6oao6o 



log. 4oox(t,o6)*<> a,8i395o somme 

log. o,o5 — i,3oio3o 

log. 400 (!,<>«>*• X (o,o5) i,5ia9ao 

qm eorreq^ond à 33,S8« 

Divisant 3a,58 par 0,629, on aura 

a = 5i'S 80. 
725. La formule a =0= donne 

(i+ir— I 

i«. a = . 

( i+iTXi 

a*. Pour déterminer », il faut dégager (i-jW)'*, et appliquer les 
logarithmes. 
Ainsi, on aura 

« [ (i-f iT— i] == «d-hr X'. 
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a ( i-f-i )» — ai ( i+O" = a . 
( a — ai ) ( x-f-i )* = a 

a — ai 
et par conséquent 

« log. (1+*) = l<>g- « — ï^* (»^-<ï*) t 
d*où 

log. o — . loff. (»— ai), 

log. (i-^) 

t 
3*. La détermination de f^ onde , dépend encore ici, comme 

lOO 

au n^ 711, 3.% d*ane équation du degré n* 



DE LA RÈGLE DE SOCIÉTÉ. 



726. La règle de société est, en général , une opération par 
laquelle on partage un nombre en parties qui soient eotr'elles 
comme des nombres donnés» On l'appelle ainsi ^ parce qu'elle sert 
a partager entre plusieurs associés le bénéfice ou la p^te qui ré- 
sulte de leur société. 

727. Pour faire une règle de société, on établit autant de 
proportions géométriques quil doit y avoir de parties dans le 
notiubre à parta^r. Chacune de ces proportions doit avoir 

,pêur premier term^t ^ somme des nombres proportionnels 
donnés f pour second termes le nombre à pa^tafer, et pour 
troisième^ un des nombres proportionnels donnés : calculant 
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te 4."** terme de cliacune de ces proportions , on aura la 
partie correspondante du nombre qu'il s'agissait de par- 
tager. 

Soit proposé de partager le nombre 60 en trois parties qui 
soient en tr elles comme les nombres a, 3 et 5. 
Si OD représente CCS trois parties par y, x" et j:'",on aura, d'après 
) 'énoncé de U qaesti<ta , 

a : y :: 3 : a:'' :: 5 : x^f', 

d'où il viendra {n? 499) 

a + 3 + 5:j^4-:r"-f x^'^ :: 2 : x' , 



3 : x" , 
5 : x'^'i 



ou 10 : 6a :: a : jc^ I 

:: 3 : ^" , 

:: 5 : x'". 
Ces proportions donneront 






= 6 X3 = 18, 



10 


6ox3 


10 


6oX5 



10 



= 6 X 5 = 3o. 



La sottime de ces trois parties forme le nombre 60, et ces mêmes 
parties satisfont k Pautre condition de la question, car on a évi^ 
demment 

a : 12 :: 3 : 18 :: 5 : 3d, 
ou 2 : 3 : 5:: la : 18 : 3o. 

728. Question XXIV. Qumire n^go(fiants ont entrepris 
une certaine apétation. Le t" u contribué pour 8000 francs 
aux frais de l'entreprise f le. ucond» peur toooo franes, le 
troisième, pour i4ooo> et le ijnût'rième, pour 18000* Au bout 



kIali si gocUri* SSI 

^'un ctriain t&nu il se trouve un bénéfice de 6oooe fronts, . 
4gue l'en convieni de partager immédiatement f on demande ce 
4/ui doit revenir à chaque associé. 

Il «tC évident qae chaque associé doit avoir gagné ta itiison da 
<:e qa*il a eiposé; ainsi la question revient à partager 60000 francs 
en 4 parties qui soient entr'elles comme les nombres 8000, loooo 
1 4000 et i8ooo,ou ce qui revient évidemment au même» en 4 partiet 
qui soient entr*elles comme les nombres S, 10, i4€t i8. 
On aura donc (n» 797} 

8 + xo + 14 + 18 : 60000 :: S : x^ , 



:: 10 : a:" , 
:: 14 : x^*'t 
:: 18 : x^^; 
d^où il viendra 

60000'' x8 480000'' 

jc' =3 — « = =3 gSoo/rancs. 

5o 5o 

60000' • X ï o 600000' • 

jr" =3 — — = ___ s=z 12000 francs f 

So 5o "^ 

^ 60000'' Xx4 840000'. 

x^''z=s = =s 16800 francs f 

5o 5o 

60000' ' X 1 8 1 080000'* 

af»v=3 Z'^""^ = "j = ai6oo/rwiic^. 

5o 5o 

Donc le premier associé, qui a mis 8ooo« aura 9600' * , 

le second aura. i aooo , 

le troisième.. 16800 , 

le quatrième s 1600 . 



Somme ...••••....•.•.•• 600Q1 



729. Question XXV. Un négociant commence une opé- 
ration avec un fonds de i5ooo francs. Quatre mois après^ il 
Tome IL 46 
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"prend vn associé qui lui donne aoooo fronts, et quairm awUres 
mois ensuite une nuire personne intervient pour une somme 
de 40000 francs» Au bout de \% mois, il se trouve un bénéfice 
net de 100000 francs,' on démenée ce qui revient à chacun 
des associés. 

il eit cltir qiM la part de cbaqne associé dépend ici, non «en* 
iement de la •otnme qu'il a placée dans Tentreprise , mais encore 
du tems que cette somme y est restée; il faut donc, a^ant tout, ra- 
mener les différentes mises à la même unité de tems. 

Le premier associé ayant mis iSooo/rancs qui «ont restés 18 
mois dans Tentrepriscy il doit gagner autant que s'il avait mis 18 
fois iSooo Jrancs^ ou i'j 0000 Jrancs^ pendant un mois. 

Le second associé n'ayant mis ses ^0000 francs que 4 mois après 
le premier, ses fonds ne sont restés que 1 4 mois dans l'entreprise, et 
par conséquent il devra gagner autant que s'il avait mu 1 4 fois 
aoooo, ou a8oooo francs^ pendant un mois^ 

Le troisième associé ayant eu ses fonds pendant 10 mois dans 
l'entreprise, il devra gagner autant que s'il avait mis 10 fois 40000 
francs y on 400000 francs ^ pendant un mois* 

La question revient donc à partager looooo francs en 3 parties 
qui soient entr'elles comme les nombres 370000, 280000 et 400000, 
ou plus simplement, comme les nombres 27, 38 et 40 • 

Opérant comme il a été dit (n*^ 727), on trouvera 

Part du I*' associé a84ai'-,o5 , 

rf« a»« ^947^1 68 , 

</tf3»« • 4aio5, a6. 

Somme 99999'»99 • 

La somme des parts calculées diffère de o' ,01 du bénéfice qu'il 
s'agissait de partager, parce que dans l'évaluation de chacune des 
parts, nous nous sommes contentés de l'approximation a moios 
d'un centime. 

750. OuMTioK XXVL On propose de poHager le nombre 
lao en kpardes telles que la première soit à la seconde comme 4 
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esta Sf la première à la troisième comme fjestà^, etkt seconde 
h la quatrième comme a <// à 6* 

Oo Toit que la règle du tl^ 727 ne peut être appliquée imlnë* 
diatement, pnkqq il j a plua de nombret proportioiuieU doonéi 
que de parties à trouver. Pour rameoer la quettiou à la forme or* 
dinaire, nous remarquerons d'abord que si la première des parties 
cberchées était égale à 4, la seconde serait égale à 5, puisqu'il fsnt 
que la première soit à la seconde comme 4 est à 5* 

Ensuite, pour trouver la valeur de la troisième partie que noua 
représenterons par x^^^\ il faudra faire la proportion 

7 : 3 :: 4 : *'" = — , 

7 
et pour trouver la quatrième J^ ^ on fera 
a : 6 :: 5 : :^'^v=. i5. 

Ainsi, dans le cas ou la première des parties cherctiées serait 4 , 

la 

les trois autres seraient 5| et i5 , d'après les conditions 

7 
de l'énoncé; en sorte que la question proposée est ramenée à 

celle-ci : 

Partager le nombre lao en l^ partiel qui soient entr*elles comme 

t% a8 35 u 
les nombres ^ ,5, et 1 5, ou comme , — • , — -^ et 

7 7 7 7. 

io5 

— , ou enfin comme les nombres a8, 35, i a tf/ io5. 
7 

Appliquant le procédé du n® 727, on trouvera , en nommant j/ 
la première partie et x^^ la seconde, 

56 70 

x'= , :r'' = — ,x"^ = 8et:tW=7o, 

3 3 

nombres donc la somme est lao, et qui ont entr^eux les rapports 
donnés dans l'énoncé de la question . 

731 . QnasTion XX Vil. Partager 3oo en 3 parties telles que 
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la second soit le triple de la première, et que la troisième soit 
égale au douhle de la somme des deux autres. 

SI ta première partie était l'anitéi la seconde serait égale a 3, 
et fia troisième serait égale à 8. La question se réduit donc à par- 
tager le nombre 3oo en trois parties qui soient entr'elles comme 
les nombres i, 3 et 8 . 

Si on représente ces trois parties par x\ ;r" et ar"^, on trouveni 
par la méthode du n* 727, x' c= a5, jr" s= 75 et x"' = aoo, dont 
la somme est bien 3oo, et qui satisfont d'ailleurs aux autres condi- 
tlonsf delà question. 

733. QuxsTiON XXYIII. Trouver un nombre dont le tiers» 
le quart elle cinquième /âfxe/t/ ^n^e/zi^/^ 3^9 . 

On commencera par chercher le plus petit nombre divisible par 
3, par 4 ti par 5 (n® 206), et on trouvera que ce nombre est 60. 

I t I 

Prenant le -— , le — et le de 60, on aura ao, i5 et 1 2 . dont 

34 5 

la^sommeeit 47, 

I I 

Le nombre cherché devant aussi contenir le — , le et k 

3 4 

. — de 3^9 , le rapport de 4? à 60 sera nécessairement égal à celai 
5 

de 3^9 au nombre cherché» On aura done 
4? : 60 :: 829 : x, 

6ox3a9 
d'où X = ' = 4ao- 

47 

Le nombre demandé est donc k^o. 

Effectivement, le tiers de 4ao est 140» le quart est io5 et le cin- 
quième est 84 ; et la somme de ces trob parties est 329. 

7SS. Question XXIX. Partager 43ao francs entre 3 per- 
sonneSj de manière que la seconde part soit éijale au double 
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ds la première augmenté de 5o francs, et ^ite ia troisième 
surpasse de 80 francs la somme fies deux autres paris. 

Sans les So francs et les 80 francs, cette question terail éndem- 
ment semblable k celle da n^ 731 , et alors il ne s'agirait que de 
partager le nombre 43ao en 3 parties proportionneUes aux nom- 
bres I, a et 3. 

Mais d'après l'ënonoé de la question , il faut d*abord prélever 
5o frottes sur le nombre à partager pour la seconde personne ; et 
comme la troisième doit avoir autant que les deux autres et 80 francs 
de plus» il j aura encore à prélever Sofiancs et ^o francs, on i3o 
francs. U n*j aura doiw réellement qu'une partie du nombre 
proposé qui devra être partagée en parties proportionnelles! 
et cette partie sera égale à 43 ao'* — « ( So'* -^ i3o'* ) , ou à 
^i 1^0 francs. 

En représentant toujours par x\ x^^ et x^^^ les parties dn nombre 
4 140 qui sont proportionnelles aux nombres i, a et 3, on trouvera 
aef = 690'-, Jf = i38o'-, x^ff = 2070'*. 

Ajoutant 5o'* à la valeur de :r", on aura z43o'' pour la part de 
la seconde personne. Ajoutant à la valeur de x''', 5o'*-j-8o'', on 
i3o'% on aura aaoo'* pour la part de la troisième personne* 

734. Nous ne parlerons pas ici de la règle de fausse position 
qui est employée par plusieurs auteurs pour résoudre des questiona 
analogues à quelques-unes de celles qui précèdent, parce que cette 
règle exige par fois de kmgs tâtonnements, et qu*^le ne pent être 
rigoureusement démontrée que par les principes de l'algèbre; prin- 
cipes qui , comme on va le voir , conduisent d'âne manière ploa 
simple à la solution de ces mêmes questions* 

Question XXVII. Représentant la première partie parx', la 
seconde sera 3;r^et la troisième Sx\ On aura donc 

x' + 3^' -f Sx' = 3oo , 

on lax' = 3oo , 

3oo 
d'où x' = t= îS, 
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Donc l> iwiMme partie 3x^ imx'^ tera 
x« = a5 X 3 = 75; 
et la troitiiMB partie lera. 

x"' = a5 X S = aoo« 
eomBeas af 73l« 

QoxftTiov XXyni. Représentant le nombre cberché par or, on 
anra 

XXX 

on ao* + i5x+ laj? = Jap X 60, 

00 47^=19740; 

19740 

d'où X = = 4ao, 

47 
comme an n*732. 

QuESTioH XXIX. Représentant par x^ la part de la première 

personne, celle de la seconde sera 2x^ -f" ^o ^ et celle de la troi- 

aième 3x' -|- 5o -}- ^ • On aura donc 

a; -(- aop' -f 5o + ay + 5o + 80 = 43ao, 

on 6x' = 43ao — 180, 

4140 
d*oà x' = = 690. 

Donc la part de la aeconde personne sera 
x^ «ç 690'- X a 4- 5o'- e=a i38</- -f- 5o'- t=3 i43o''; 
«fc edle de la troisième sera 

j:"' = 3 X 690 -f &o -f- So ^= *070 + »3o =s aaoo'* , 
)aa n*733. 
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DE LA aÈGLE o'ALLUGB. 



755. Il 7 a deux sortes de [r^gie d'alliage. Dans les questions 
qui conduisent à la première, on a plusieurs nombres dont les 
unités sont de même espèce, mais de différentes valeurs^ et on se 
propose de trouver la valeur mojenne d'une de ces unités. 

Pour faire cette opération, on multiplie chacun des nombres 
d'unités par la valeur particulière d'une des unités qu'il con- 
tient; on ajoute tous les produits, et on dii^ise leur somme 
par celle de tous les nombres d'unités. 

Cette règle n'exigeant aucune démonstration , nous allons en 
donner immédiatement quelques applications. 

756 QcBSTioir XXX. On emploie 4o ouvriers pour construire 
Sine maison Sur ces 4o ouçriers ^ il / en a t^ qui sdnt payés à 
raison de S francs par Jour, la sont payés h tijrancs, 20 àZ francs 
^t ^ à % francs ; on demande le prix moyen de la journée d'un 
ouvrier, 

^011». g 5f. par jour coûteront 5'- X 4 <H* ao'* par jour 

12 à 4'- 4'* X 12 ou 48'- 

ao à 3'' 3'* X ao ou 6o'* 

4 à a'' a'* X 4 ou 8'- 

40"^^- coûteront ensemble i36'' par jour; 

i3<>'- 

doac le prix «loyen de la jonraée sera ou 3' ,40. 

40 

737. QuESTioir XXXI. Un marchand mêle ao titres dé vin 



à o'*,5o, 3o Uvret à o'-^ôo e^ 40 Utres h o'*,8o ; on demande com- 
bien il doit vendre le litre du mélange. 

ao litres â o' ,5o Talent. lo'* 

3o à o's6o i8'- 

40 à o'-,8o 32'- 

Les 90 litres da mélange valent 60'-, 

donc on litre de ce mélange vaudra oao',66. 

738. Question XXXII. Un orfèvre fait un lingot conte- 
nant 4 kilogrammes d'or à 0,90 de finj 5 kilogrammes à O980 
et 6 kilogrammes à o,85; on demande à quel titre sera le 
lingot (*). 

4 Âilog» d*or à 0,90 de fin contiendront 3^''<>*, 60 d*or pnr. 

5 à 0,80 4,00 

6 à o,85 • 5,10 

i5 Âilog. d*or mélangé contiendront. • ia^*<>- ,70 d'or por ; 

donc «n kilogramme du lingot contiendra ou 0^,8466.... 

i5 

d or pur. Le titre du lingot sera donc 0,8466 , on o,85, a 

moins d*un centième près. 



Ç') Dans PorfèTrerie, Tor et l'urgent sont toujoars combinés avec une cer- 
taine quantité de cuivre ; on appelle titre de For ou de l'argent le nombre 
de paities d'or ou d'argent pur, tur 100, que contient un alliage. Aimi 
quand sur tOO grammes d'alliage, il y a 90 grammes d'or ou d'argent pur 
et 10 giammes de cuivre, on dit que le titre est 0^90. On dit encore que l'or 
ou l'argent est à 0,90 de fin. 



730 . Daoft les qtttftUpns qui conduiseat à la régie d*4illitg« de 
la seconde espèce , on a poor bat de déterminer le nombre de 
choses de cliaque espèce qui entrent dans un alliage, ou 
dans un mélange, dont on connaît la valeur ou te prix , ainù 
que la valeur ou le prix de chacune fies choses qui le com- 
posent ». 

Ces questions sont dn ressort de Talgèbre. Nous en avons déjà 
Tésolanne(ff^62i);noos allons en résoudre encore quelques autres 
qui montreront suffisamment la marche à suivre pour arriverais 
solution des questions de cette espèce. 

740. Question XXXIII. Un marchand a acheté un ton- 
neau de vin à o'*,70 le litre, et il le vend 6' ,75. // lui en 
reste encore 6oo litres, lorsqu'une baisse survenue dan^ te prix 
de cette denrée le force de vendre à o'*,60y et pour conserver 
son bénéfice de o'*,o5 par litre, il se décide à mettre de l*eau 
dans son vin f on demande combien il devra mettre de titres 
d'eau. 

Si le marchand continuait à vendre son vin sur le pied de o'*,75, 
il recevrait o^*,75x6oo» on 45o francs; mats comme il ne doit le 
vendre que o''^6o , il ne recevra que 3k6o francs , ce qui lui ferait 
une perte de 90 francs. Donc pour qu'il se trouve au pair, 11 faut 
qn*il vende sur le pied de o'%6o un nombre x de litres d*eau tel 
que o^',6o mnltiplié par oe nombre jr prodaise 90 francs. Donc 

90 

a:=^ = i5o litres. 

0,60 

Effectivement, le marchand aura alors 75o litres de mélange 
qui, à raison de o'*,6o le litre, lui rapporteront 4^0 francs* 

741. Question XXXIV. Un orfèvre a deux lingots d'or 
dont les titres sont 0,90 et 0,80/ combien doit-il prendre de 
grammes de chaque lingot pour former un alliage du poids de 
100 grammes, au titre de 0,87? 

Tome IL 47 
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RepréMOtops par a: le nombre de grammes du premier lingot 
et par x l« nombre de grammes da seeond. 

I®. Puisque lalliage dont it 8*agit doit peser loo grammes , on 
^nfa 

X +^ ■= 100. 

a®. Puisque sur loo grammes du premier lingot il 7 a 90 
grammes d'or pur , sur x grammes de ce lingot , il y en aura 
90X 

100 

Puisque 100 grammes du second lingot contiennent 80 grammes 

80^ 

d*or pur, les^ grammes en contiendront ; et comme 100 

100 

grammes de Talliage doivent contenir 87 grammes d*or pur, on aura 

90X 8oy 

[ = 07. 

100 ^ 100 

Les éqnatioiis du problème sont donc 
x +^ = 100, 
gox ,80^ 

100 100 
d*6Ù il viendra 

Il est facile de voir que ces valeurs conviennent à la question. 

Eneffety 100 grammes du premier lingot contenant 90 grammes 

90X70 

d*or pur, les 70 grammes en contiendront ou 63 . Pareil- 

100 

lement, 100 grpmmes du second lingot contenant 80 grammes d*or 

8oX3o 

pur, les 3o grammes en contiendront ou a4« Donc les 100 

100 

grammes d*alliage contiendront 63*'« + a4*'* ou 87 gammes 

d*or pur . 

74?. QoEiTiON XXXY- ^^ec des vins à 0^*175 > à of',5o 



et à o''i4o le litre j on veut former un mélange 4fui puksé se 
vendre o^s6o le litre; combien frut-il prendre de litres de 
chaque espèce ? 

Représentant par x, j- et z les nombres de litres à o'*,75, o^'^So 
et o'*,4o qui doiTent entrer dans le mélange qne, pour fixer lea 
idées , noas représenterons par l'unité , noua aorons 

X +r 4.«c= 1. 

1 Sac- 
hes X litres a o'*,75 vaudront , les jr litres k o' ,5o vau- 

xoo 

5oj^' 4o«'* 
dront et les « litres à o'^*,4o vaudront • *• A 

100 lOQ ' '' 

La deuxième équation sera donc 

'jSx 5o^ 4ois 6o 
1 h = — "- » 

lOO lOO lOO lOO 

on 'jSx 4- Sojr -f- 4oa = 6o. 

Comme nous n'avons ici que deux équations à 3 inconnues^ le 
problème est susceptible de plusieurs solutions (n® 64^). 
La première équation donne 

Substituant cette valeur dans la seconde , il viendra 
7&r -+• 5o^ -[- 4o — ' 4o^ — i9X =* ^^9 
ou 3Sx -[- 'o^ = ^^ f 

ao — 35a: 4— 7:c 

d'où y =a r=s . 

10 a 

.Substituant cette valeur dans celle de 2 , il viendra 

4—7^ 
» = I — a: — ' ' , 

a 

a — 2x — 4"f'7'*' ^^ — ^ 



ou 



a a 

11 ne s'agit plus maintenant que d'assigner à x des valeurs posî- 
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tives^ t«U<t que les Taleurs correspondantes de^ et de z soient aussi 

posilivea^ Or il est cUir qoe ces vAleart de x doivent être telles que 

4 
Ton ait en même temps 7X < 4 ou x < , et 5ar > a ou 

7 
a ao i4 

X > « ou X < cl X > . 

5 35 35 

Si donc on suppose successivement 

^^J±^ \. / ^JL,z = — , 

35 * I ' 2 * *4 * 

16 I I * __ * 

> on trouvera / 

17 ( j 3 3 

"~ 35 ' 1 I 10 ' 14 ' 

etc.....' I I etc., etc.. 

Aiuj^; le premier système de valeurs nous apprend qu'en mé- 

3 I I 
Itnt — - de litre à 0S75, — » litre à o'*,5o et de litre à o'*, 40, 

7 a 14 

on formerait un litre de mélange qui vaudrait o'*y6o, ce qui est 

3 
facile à vérifier. Pour cela, on prendra Us — — deo'',75,lamoitié 

7 
I 

de o'*,5o et le de o'-,4o , et on trouvera que la somme de ces 

14 
trois nombres «st o'*,6o. 

Cette vérification devient encore plus facile en r^nisant toutes 
les fractions d'une même solution au plus petit dénominateur 
commun (a** 222) , et en supprimant ensuite les dénominateurs. On 
aura ainsi 

x= 6,^== 7f «= I I 
J?= ï^ij' = 14 j «= 5 , 
x==34,^ = ai,z= i5 , 
etc.... etc..,. ele 
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Si on applique à chacane d^ ^es solotions le procédé du n** 735^ 
on trouveia que le prix du litre du premier mélange qui con- 
tient i4 litres, est de o'',6o ; qu'il en est de même pour le second 
mélange qui est de 35 litres; quHl en est encore de même pour le 
troisième qui contient 70 litres , et ainsi de auite. 

r43. Question XXXVI. On a 3 lingots du poids de 
16 kilogruvimes , dans chacun desquels il entre de l'or, de 
f argent et du eiitVre. Le premier lingot contient 7 kilogrammes 
d*or, S d'argent et 1 de cuivre; le second contient 5 kilo- 
grammes d'or, 7 d'argent et 4 de cuivre; et dans le troisième» 
il y a % kilogrammes d'or^ 9 d'argent et 5 de cuistre. On de- 
mande combien il faudra prendre de kilogrammes de chaque 
lingot pour en former un quatrième , du poids de 16 kilo-- 

x5 xo 

grammes , sur lesquels il y en aurait 4 — JT" dor, 7 T" 

^ 7 
d'argent et 3 — 7* de cuiifre. 

Représentons par x le nombre de kilogrammes du premier 
lingot y par jr celui d«i kilogrammes du second et par z celui des 
kilogrammes du troisième. 

Sur les 16 kilogrammes que contient la premier Uagot il y ei& 
a 7 d*or , donc pour trouver la quantité d*or que contiendront 
les X kilogrammes de ce premier lângot^ il faudra faire la pro- 
portion 

7x 

16 : 7 :: j: : . 

i6 

On trouvera de la même manière que les^ kilogrammes du se- 

coud lingot contiendrom > AHog. d'or^tt «loeks 2 kilogramAes 

16 

du troisième lingot en contiendront .•Or le 4."® lingot devant 

16 
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'S 79 

contenir 4 kilog. d'or , ou Aiiog., oo aurt celle prc- 

i6 i6 

■lière équation 

7^ ^jr :k% _ 'jg 

"xi" TT "^ i6 Te" * 

Pour former la seconde équation, on remarqo^ra qoe dans 

Sx 
les X kilogrammes da premier lingot , il y aora kilog. d'ar- 
ia 

gent , puisque ce lingot contient 8 kilogrammes d^argent sur x6. Il 

est tout aussi aisé de voir que sur les^ kilogrammes du a ."^" lingot, 

ily en aura d'argent, et que sur les z kilogrammes do 

i6 

9* 
3."" lingot , il y en aura d'argent. Donc puisque dans le 

x6 

lO 133 

4 .■• lingot , il doit j avoir 7 Âiiog, ou Ailog. d'ar- 

16 16 

gent , la seconde équation sera 

Sx nr Q« 132 

16 ^ x6 16 16 

En raisonnant d'une manière analogue , on trouvera pour 
a.»* équation 

x 4/ 5x 65 

Les équations du problème sont donc , en supprimant les déno* 

minateurs 

'jx + 5jr + HZ = 79 , 

^^ + 7r + 9* = "^ » 
a: + 4/ + 5z = 55. 

En opérant comme il a été dit (n<" 644 et suiv.) , on tronvera 

x = 4,r = 9» *= ^» 
c'est a-dire qu'il faudra prendre 4 kilogrammes du premier lingot, 

9 do second et 3 du troisième^ 
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Effeetiveititnfit , le premier lingot contenant 7 kilogrammes d'or 

sut 16 y les 4 kilogrammes que Ton prendra sar ce lingot poar 

7X4 a8 

former le 4-"* en contiendront ou . Le second lingot 

16 16 

contenant 5 kilogrammes d or sur 16 , les 9 kilogrammes qu*on oa 

retirera contiendront oa - — kilogrammes d'or^ Le 3*"* 

x6 16 

lingot contenant a kilogrammes d*or sur 16 , les 3 kilogrammes 

ax3 6 

qnonen retirera contiendront — ^^^^ ou d*or. La quantité 

16 16 . 

^ , a8 45 

Gor qui entrera dans le 4."* lingot sera donc Â'iiog. -j- • • 

16 16 

6 79 i5 

Âiloff, -J ^iloç. ou àiloff ou 4 ^i^og. — — » ainsi que le 

x6 16 x6 

comporte Fénoncé de la question. 

On peut vérifier de la même manière les quantités d'argent et de 

cuivre qui enrrentdans le 4 ™® lingot. 



ANALYSB INDÉTBRMINÉB DU 1*' DEGRÉ. 



744 . L'analyse indéterminée a généralement pour objet de ré- 
soudre, en nombres entiers positifs, un système d'équations è plu* 
sieurs inconnues, lorsque le nombre des équations est moindre 
que celui des inconnues. Nous avions d'abord l'intention de ne 
pas nous occuper de cette théorie dans le cours de cet ouvrage , 
mais par des raisons qu'il est inutile de déduire ici, nous avons jugé 
convenable d'exposer seulement les procédés à suivre dans un sys- 
tème dtm équations du i^' degré k{m -|- i) inconnues. 
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NoasdonneroDS aussi, succiiijCteinenty la résolatloD des équations 
trinôroes réductibles aa a""^ degré ; ce qui nous conduira naturel- 



lement k la rédaction de Texpression \/a^^^/b à la forme 

\/p±\/q. 

745. Soit l'équation ax -^ hy =zc^ dans laquelle nous sup- 
poserons que tf, ft et c sont àt% nombres entiers, positifs ou néga- 
tifs, et premiers entr*eui ('') . 

Nous supposerons d*abord que les valeurs de :r et de ^ doivent 
être entières, positives ou négatives» et nons ferons remarquer que 
cette condition ne saurait être remplie si les coefficients a et b 
n'étaient pas premiers entr*euz . Car si a et £ ont un seul facteur 
commun d^ quelles que soient les valeurs entières que l'on subs- 
tituera dans l'équation en place de x et de^, le premier membre 
sera divisible par d (n^f IK3 et 154), et le second ne le sera pas, 
puisque , par supposition , il n'existe aucun facteur commun aux 
trois nombres /i, bel c. 

Nous remarquerons encore que si le coefficient d'une des incon- 
nues était lunité, l'opération serait immédiatement tel*minée. Soit 
a = I, par exemple; on aura x = c — by^ et attribuant attelle 
valeur entière que l'on voudrait, on trouverait une valeur entière 
pour X. 

Cela posé, si on résout Féquation ax ^ by =*i c par rapport i 
l'inconnue y dont nous supposerons que le coefficient b est plus 
petit que a, on aura 

c — û;r 

Raprésenlant par q le quotient d« la division de a par i, et 
par rie reste de cette division, on aura a =?? ^ -^ r, 



(*) S'il a'en ét«it pat ainsi, on comneDoerait par dJTiser ces trois nombres 
par leur pluf ^rand commun dÎTiacur. 
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«t par conséqneot 

c — {hq + f)x c — hqx — rx 

r =3 ' ' ' =s — : . 

^ b b ' 

•Qy en effectuant la division, 

c — rx 



o 
Pour que jr sait un nombre entier, en doontnl à jr des valeurs 

entières, il faut nécessairement que ^ soit un nombre en« 

lier : soit t ce nombre entier \ on aura 
c — rx 



= ^— (Of 



b 

et par conséquent y ^^ — qx + t. 

c — bt 



L'équation (i) donne jr=i - 



r 

et si on représente par q^ le quoiîenl de la division de b ^hrr, e 
par r' le reste de cette division, on aura b =: q^r + r^ 
valeur qui étant substituée dans celle de x, donnera 

OU, en effectuant la division, 

x= —qlt-\ . 

r 

Ponr que x loit an nombre entier, en donnant à *de« valeurs 
c-rit 

entières, il faut que soit un nombre entier: soit * ce nombre 

r 

entier;. on aura 

c — t't 

—7- = ^ (»)» 

«t par conséquent , x *s^ -^ q't -^ t. 

TOMK il. 43 
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L'équation (a) donne t = , 

Si r^ ëtait Tunîté, on aurait / = c — rs: substituant cette va- 
leur dans celle de x^ et le résultat de c#m sn^stii^^ion <Uos La va-' 
leur de ^, on aurait évidenyment x et^ en fonctions de l'indéter- 
minée sel de quantités connues fet H n'y aurait plus qu'à attribuer 
à s des valeurs entières, positives on négatives. 

Or il est clair qu'on parviendra toojonrs â un reste ^gal è l'unité, 
puisqu'on opère sur les coefficients a elb comme pour trouver lear 
{)1us grand commun diviseur^ et que, par hypothèse, ces nombres 
sont premiers entr'eux. 

Supposons donc que r^ = i . On %ura alors 

f t=3 — nr ^<- c , (3) 

^ = — ^'^-^- s , (4) 

jr=^qx'\^ t; (5) 

équations au moyen desquelles on se procurera des valeprs de;iret 
àef en fonction de x. 

Pour celç, on remplacera t par sa valeur dan) Véqu^tipo (4)j ce 
qui donnera x en fonction de x; en rempiaçanï :f; et f par leurs 
valeurs dans (5), on ^ura^en fonction dex, Donyi^nt à xteUe va- 
leur entière que l'on voudra , il en résultera des valeurs entières 
pour X et pour y. 

Il est aisé de vpir que ce que nous venons de dire ne dépend 
aucunement du nombre d*indéterminé^9A!;i»iU#irff^imi( l\>A#i;i|p9- 
duit dans le calcul . 

746 . La méthode précédente peut être simplifiée en effectuant 
aussi )a ^Ivisj^on sijir le terme cQpnit qni «s trouva itan les équa- 
tions successives. 

Soit l'équialion Sx- — tijr = nB. 

Si on résout cette équation par rapport à l'incoimiKe «^q«î a ht 
plus petit coefficient, on aurii 

* = — = 8 + 3rH — :: — > 
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OU 



t 
en faisaot =>= s , 

d'où t JBB %s. 

Substituant cette valeur dans l'équation (7), on aura 

^rrsaj I -{-f=3f — I. 

Substituant cette valeur de^ éf celle de / dans IVquation (6)^ il 
"tiendra 

X = 8 4- 3 (V. — 1 ) -f- aj =»= 5 -}- ï "«f * 

Afaiii4en«nt , si or donne à s des valeurs entières, |)osi(ivps ou 
négatives, on anra 

Pour * = — 2 , ^ i=t= — t7 , ^ = -^ 7 , 

* = -- I , jr = — 6, j- = — 4 , 

^= o, j: = + 5, ^=—1, 

x = +i, ar=34-i«, j-=-f», 

^ = +a, ^ = +37, ^ = + 5, 

etc. . . etc. etc. 

{(.KMÀ^QyB* On voit |Mr ce& lësuluts c|ue si an domae à s 
des voleurs qui augmemtent suceessiimmené d*UHe unité, tes 
valeurs de y formeront nue progression arithmétique dont la 
raison seralgfile au, coefficient de x dfins l*4qua(ion proposée; 
et que les vifieurs de x formeront une progression arithmé- 
tique dont l<s raison sera égala au coefficient de y pris avec 
im signe- contraire* Nous^ allou& d«inontiçr.cp'il en sera tou- 
jours ainsi. 



747. D*après ce qui a éié dit au ti^ 74.*$, il est certain que Té- 
quai ion ax '^^ fy =^ c doit admettre une infinité de valeurs en- 
tières pour x et ^, si a et i sont des nombres premiers entr*eax , 
positifs ou négatifs. 

Supposons que a soit une valeur de 4ret que$ soit la valeur cor- 
respondante de^. 

L'équation ax -^ fy f=s c devra être satisfaite par les valeurs 
:t = a , ^ s= 6, en sorte que Ton aura 
«a + W =c. 

Si on retranche cette égalité de l>quation proposée, on aora 
tf(;r — a)-+-J(r— Q = o, 

a(x — 9) 
d'où ^ «ù« 6 — 



«-+ 



b 



b ' 
et comme les tal^ors de x et ûejr doivent être entières, il faodra 

4z(a — x) ^ ^ ^ a — X ^ 
que '■ soit un nombre entier, ce qui exige que soit 

b b 

divisible par b (n** i74), puisque a et b sont premiers entr'eox ; ou 

a — X 
ce qui refient aa même, il faudra que soit un nombre 

b 

entier. Donc si on fait — — «= t 
b 

on aura x sa — bf * (8) , 

rt par suite ^ p=: 6 -}- a/ (9). 

Donnant à < des valeurs entières, négatives et positives, qui ing- 
mentent successivement d'une unité, on aura 

Pour r = — a, x tss: a -{- ^b ^ ^ = 5 — aa, 
/ea— I, x=ta+ b, jr^=z6'-' a, 

r=-|-i, or == a — *, jr=6+ <» , 
/ = -f-i, jrs=»a— ai^, ^ = ^-^a«. 
etc. etc. etc. 
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ce qui démontre le fait énoncé dans la remarque du numéro pré« 
cèdent. 

et — X «— ar 

RBXAaQOX. Si as lieu de poter — — œ:^, o«poie— a=s— f, 

b b 

les formules (8) et (9) dei^iendront 

X = et -4« 6/ et^ =3 6 -—a/. 

Donnant à / les mêmes valeurs ^ — a, — 1, o, 4~ 't 4" ^ « ^^c. 
que ci-dessus, on trouvera pourx les valeurs a — ai, a ^— 6, a, 
a 4- ^, a -f a 6^ etc., et pour ^, les valeurs 

6 -f- aa, 6 -f- a, 6, 6 — a, g — aa, etc.; 

d*Ott il résulte que Von peut pi^ndre indifféremment le coefficient 
de z avec son signe et celui de y avec un signe contraire, ou U 
coefficient de y avec son signe et celui de z açec un signe con* 
êsaire, 

748. Les formules (8^ et (9) peuvent servir à trouver 
immédiate /nent toutes les valeurs entières de \ et de y dans 
Vé^uation ax -f- bj = c, dès qu'on connait un seul système 
de valeurs. 

Supposons, par exemple, que Ton ait reconnu que l'équation Zx 
— I ij^ = a6 admet le système de valeurs x = 16, jr s=s a. Les 
formules (8) et (9) deviendront alors 

or =c= 16 4" '*'» ^ *= * + 5'f 
et si on donne à / des valeurs entières, on trouvera 

Pour 



t = , 


X = 16 , 


r = a » 


/== I , 


ar = 17 , 


r = 5, 


r=2 , 


x==38 , 


r = 8i 


r = 3. 


:r == 49 » 


r— n» 


etc. 


etc. 


etc. 



Pour / = — I, / = — 3^ etc., on retrouverait les systèmes 



âeTaheort a«itto5et^==— r, jrt=: — 6 ct^ =^ — 4 , etc., 
qui ont déjà été obtenus au n® 746. 



749:. Si 0m «mif ^e ^ vëUwrs de x et 4e y fut dé^^rtmt 
satisfaire à l'équation ax *-f- by = c soient des nombres en- 
tiers positifs, on opérera comme il a été dit {n^ 745 ou 746)^ 
ce qui donnera pourx et y des expressions de la forme 

x=2a — btcly = ff + at, 

puis, on donnera à t toutes les valeurs entières susceptibles de 
rendre ces expressions entières et positives. 

Il convient donc de donnée les moyens de reconnaître entre 
çtiellei ïimttes devront être comprises les valeurs entières que l'on 
ponrta attribuer à t. 

1^ Considérons d^abord le cas où les coefficients a et 6soBt dt 
même signe, et , dans ce cas , nous les supposerons positifs , parce 
que, s'ils ne Fêtaient pas, on pourrait toujours les rendre ttUt ^^ 
changeant les signes de tous les termes (n^ 882, rem.). Nous sup- 
poserons aussi que le second membre c est positif, car s'il était né- 
gatif , k problème qui aurait donné lieu à l'équation ne pourrait 
évidemment avoir aucune solution en nombres entiers positifs. 

Les valeuf s générales or ^^ a — irct^ = 6 -f- a' penvent être 
«èfit^ âtnsi: 

On voit donc que .r ne peut être positif si / est plus grand que 
a _ 6 

— , et que ^ ne peut être positif si *est plus petit que ■ ; 

b a 

a a 

d'où il résulte que pour x, on doit avoir / < , ou / ^ — • 

b b 

a 
si - — est un nombre en lier, el, dans ce cas, on aurait :r == oj et, 



pour r, on doit avoir t > , ou ^ = , d'où \\ viendrait 

a a 

jr = o. 

Donc, pour que x et y puissent a¥oir des valeurs entières et posi^ 
tives dans téquation an + by :;;= c, il faut que fOi^tfjS des v^urs 
entières de t soient cp m prises entie 

er —6 

f < -— et / > ; 

a 

d'où il résolle que s* il n*existe aucun nombre entier entre ces deux 
limites, le problème qui aura donné lieu à l'équation sera impos* 
sible, 

2^, Supposons maintenant que les coefficients a et 2 spi^t 4^ 
signes contraires; par exemple, qu'on ait l'équation 

ax — hy = c* 
Pat un raisonq^esK^nt analogue à celui dm n^ 7i7, on trouvera 
j: =: a -j- 5/ et^ = 6 -f ^'i 

ou .=,.C,_.=!)et^=«(._,,=?). 

. . .. , . ,* \ 

On voit donc que pour ^, on devra'avoir r> our= ; 

f\ "^b h 

et que, pour y^ il faudra qpe Toi): ait ( > , ou / = 

a a 

Donc, pour que x %t y puiss^iit aroif des valetir*rtilièfeS«tpo- 

— a 

sitives, il faut que usurpasse la plus grande des deux limites 

.h 

' zsi ~' ' " 

et , ou que ^ soit égal à cette plus grande limite, si elle est un 

a, , . ,- . - 

nombre entier. 

On voit par là que féquatfon ax — • by == c admet toujours 
tm n^ntbferinfinidê 3ofu:àiQ*!Syfn^»*^"*^^ombfie}s enHerspê- 
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sitifsf et , qu^au contraire , l'équation ax -h by = c n'en 
peut avoir qu'un nombre limité, et quelques fois pas du 
tout (*). 

Exemple i. 

Soit réqaation Sx + ^jr = l^S. 

48 — 5x 
Celle équation donne y = 

X 

ou ^ = a4 — * a^ . 

X 

Faisant = /, d'où x «= af , 

a 

on aora ^ = 24 — 4« — / = a4 — 5r. 

Pour la valeur de a: , on peut prendre pour t tel nombre entier 
positif que Ton voudra ; mais pour que y soit entier positif , il est 

a4 4 

clair que Ton doit avoir 5^ < 24, ou f < ou que 4 • 

5 5 



on aura 





Exemple a. 
Soit Téquatlon 5j: + 11^ =5 47« 



(*) 11 est évident que jr et y ne pourront être des nombres entiers positifs 

P ^ 

lorsqu'on devra avoir />>» + — et< n + — ,en supposant que ji,p, 

9 * 

q, r, s soient des nombres entiers positifii| et que ron ait p ^ ^ et r < «• 
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47 — iir . a— r 

Oo aura . X = = 9 — »/ -| , 

5 a 

ou * = 9 ~ ar + ^» 

^ ~^ 

en faisant -^-r r- s= / j 

5 

d'où j = 2 — 5/ , 

cl p^r jt^ixe or ==? 5 + xi^ 

^oiir cpiejrel jr a^aoït dei nombres taitiert poshifi, il Ctat M- 
demment que les Taleari de t fatUl^ssent aoz conditions soi* 
tantes: 

5 

5 + 11^ > o, ou r > , 

II 

a 
a — 5/ > o, 00 r < — p 

5 

en sorte qu*on ne peot attribuer à t qoe la valeur 2e/o;d'où il ré- 
sulte qae Téquation proposée ne peut admettre qu'une solution en 
nombres entiers positifs, savoir s ^ =X5 5, r =^ > • 

EXEMPjUÇ 3« 

Soit réquation f 7jr — » ts/- c?» S4«. 

17a: — 54a 6x •— 3 

On auhi y = = jr ~ 49 -| , 

II II 

om jr = x — 1^9 + i, 

6^ — 3 

en faisant = /, 

1 1 

iw 4- 3 5/+ 3 

6 ^ 6 • 

00 j: = / -|- X , 

5/4-3 

en faisant = si 

6 

ToMB If« 49 
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t" WMÛ%i, 


deù 


61 ~ 3 


^ — 3 


5 '■^' 


5 


ou 


t=s+ u. 




en faisant 


s - 3 


2<. 



5 

d'où x= 5tf + 3. 

Remontant à Hndéterminée qai a été introduite dans le calcul 
M par suite ans imcosiiMt de l'équalton proposée, on trouvera 

r = 6« + 3 , 

x=iiU'^ 6 , 

Pour que :r et^ soient des nombres entiers positifs ^ il faut que 
Ton ait 

6 

1 1 tf 4" ^ > o, on « > •— , 

II 

6 
et I7tt — 4o> o^ ou ir > a — ^; 

d*où il résulte que Ton j^ourra donner à u telle valeur entière et 
positive que Ton voudra, à partir du «ombre 3, 

Ainsi pour m = 3f \ f x m=. 33, y = iif 

« =3 4, i |j a: = 5o, r = a8, 

" = 5^ > on au^a | J^ = 6i\ ^ = 4i» 

etcv ) \ etc. etc. 



7 M). L'équaiion ax '\- by =^ o admet Uni évidemment le sys- 
tème de valeurs x == o , >' = o, les formules (8) et (9) du n® 747 
deviendront 

X = — bty y ^ at. 

Soit réquat ion Sx '—* 8^ = o. 
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Onanra a: = 8/, ^ = 5^ 

Ensuite, pour ^ = i, \ /' :r = 8, ^ = 5, 

i ^= ^y I \ j: = i6, y = lo, 

r = cJ, ( ] j: =1^ 2/,, ^ = i5, 

etc. ) r etc. etc. 

781. Si le second membre de réquation ao: -|- ^ = c est on 
multiple de a ou de i, de 2, par exemple, celte équation deviendra 

ax -{- bjr :;;=z ma ^ 
qui sera évidemment salsslbite parles v«kurs 

^.= o, jr :== m; 
«n sorte que les fonmrfr» générales du ti* 747-tleTtendront 
a: = — i/, j = /7i -]-. at, 
Soil Téqnatîon 70: — • lo^ = 3o. 

Cette équation étant évidemment salisftiit* par les valeurs 
ar=o,.^ = ~3, 
on aura x =z lot^y = — 3 -f. 7^. 

3 
ce qui eiîge que 7/ soit > 3, ou q|ie ^soit > . 

7 

Ainsi pour / = i, \ / a: = 10, y = 4, 

^ = 2; ( \ ^ =^ 20, y = II, 

/ = ^ /on awa a . o^ o 

* — ^> & 1 :r = 3o, y = 18, 

®*^* I (^ etc. etc. 

782. On peut abréger l'opération du n« 748, lorsque dans 
quelqu'une des divisions qu'on doit effectuer» le rcAle est pJu*-gra«d 
que la moitié du diviseur; l'exemple suivant suffira pour faire 
connaître le procédé à suivre. 

Soit l'équation 19a: — 52^ = rJg. 

On aura 

i39+5a/ 6 4- Ur 

^= — =?= 7 + ar ■+ ^ . 

19 IQ 



Mais le reste i4 de la divisian de Sa par 19 étant plu^ gramd 
que la moitié do diviseur, il est facile de voir qu'on peu t augmenter 
le quotient d'une unité, et prendre pour reste de la division le di- 
vidende 52 diminué du prodoit 67 du diviseur par le quotient 3, 
ce qui donnera -— 5 (*) ; en sorte que l^on aura 

6 — 57 



00 



en faisant 

d'où jrs 

00, en opérant comme ci-dessos, 

00 jr = I — 4/ + II, 

en faisant = u» 

5 

d'où I = 5tf — I . 

Remontant aux Taleurs de^ et de x^ on trouvera 

r =*= 5 — 1911 . 

X =3= ai — - 5«tf. 




(*) On a évidemment — = 



« 57 5 


19X3 


6 


19 19 19 
5 

- 3 . 

19 


19 


19 



U se prétnh^^ pur fots^one autre «impUfication ^*U est bonde 
ne pa& négliger. 

Soit Féquation Si^x -— ig^ .= 4 S 

Cette équation donne 

64a: — 45 l^^^l 
jr = = 3ar — a -J 

19 19 

= 3j: — ^ + ' • 

^9 
Or les nombres 7 et 19 étant premiers entr^eux ,^ ne peut être 

X — I 

entier qu'autant que sera un nombre entier. 

"9 



Posant donc 



«9. 
il viendra a: =35 19^ ^^ it 

et par suite, y = 64^ -f- i. 

753. Si on a deux équations a trois inconnues, on contmencera 
par éliminer une des inconnues, Xy par exemple, par un des pro* 
cédés indiqués (n® 610 etsuiv,)^ et on n*aura plus quune seule équa- 
tion à deux inconnues^ et z. On en déduira les valeurs de ces in- 
connues en fonctions d*une indéterminée auxiliaire /, en opérant 
comme il a été dit (n^ 745 et suiv) , et on substituera ces valeurs 
dans une des «^uations proposées, ce qui donnera une équation en 
X et en ^ qui étant traitée comme à Tordinaire, fera connaître x et t 
en fonctions d'une nouvelle indéterminée fi. Remplaçant t par sa 
valeur dans celles des inconnues^ et z, on aura celles-ci en fonc- 
tions de u. ïi ne restera donc plus qu'a donner à l'indéterraînée 
auxiliaire u des yalaiir» àufeepliU^s.de tenâm hn^v^m^fê ôfê trois 
inconnues entières et positives. 

Soient les équations 

3j: -f- 2/ •+■ 5a 3=; io8 (10), 

2kx + lar + loz = 741 I). 



fifoUipîiant la première par 2 et retrandiant de la seooi^e, on 
aura 

ou Sx -{' Sjr = 175 ; 

175 — Sx 

d'où il vienl T= 

•^ 5 

ou 7" = 35 — X — f , 

.r 
en faisant — = £, 

5 

d'où X = 5r (la), 

et par suite J" == 35 — 6^ (i3). 

Substituant ces valeurs dans Téquation (10), on aura 

3^+ 5z= 38 (i4), 

38— 5z 

qui donnera / =3 

^ 3 

2(1— «) 

OU ^=r la — a -j- atf, 

1 X 

en faisant — — = u ; 

3 

d*oùîl vient a= 1 — 3w (i5), 

et par suite t=;= 11 -|- 5tf (i6)« 

Remplaçant! par cette valeur dans les équaftions (la) et(i3>, oa 
aura 

a: = 55 -f- aSii , {17) ,, 

^ = — 3i — 3o« (18). 

Four que les valeurs ( 1 5), ( 1 7) et U 8) soient entrères et positives, 
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illaut éfid^iiMiient c|ue les valeurs attribuées à u satisfassent aux 
conditions suivantes : 



I 

3tt > o, ou « < , 

3 



55 -f- ii5tt > o , ou n > 



(■i)' 



— 3i — 3ow >o,outt< — /i -7—^ ; 



I 

3Ôy 



d*où il résulte que la valeur u 3= — a sera la seule qui pourra 
donner pour x,j' et z des nombres entiers positifs, et on aura 

ar = 5, ^ = ag, z = 7 , 

qui est la seule solution que puisse admettre le système des équa* 
tions (10) et (11). 

7S>4. Si on a trois équations à 4 inconnues, on éliminera une 
de ces inconnues, x par exemple, ce qui donnera un système de deux 
équations à trois inconnues, que nous désignerons par (A.). On éli- 
minera une des inconnues de ce système, jr par exemple , ce qui 
conduira à une équation à deux inconnues s et u^^^ei on déduira de 
cette équation les valeurs de ces inconnues en fonctions d une in- 
déterminée auxiliaire !• 

Substituant ces valeurs de z et de u dans une des équations du 
système (A), on aura une équation dont les inconnues serontjret i; 
qui étant traitée par la méthode ordinaire, fera connaître^ et t 
en fonctions d'une nouvelle indéterminée auxiliaire 5; et commeem 
connaîtra déjà zeiuen fonctions de /, en substituant dans celles-ci 
la valeur de t en fonction de ^, on aura z et u aussi eh fonctions 
de*. ^ ^ , 

Substituant les valeurs dej-, de z et de u dani une des équations 
proposées , on aura encore une équation à deux inconnues x et /, 
qui donnera les yal^pi de jt et de * en fonction d'une Aoayellt in 
détermii;^e auxiliaire vi et, comme on connaît déjà jf, z et n en 
fonptioi^^ de Sy ^ méditant dans celles-ci ,Ia valeur de * f n. fo^ctic^n 



de f', on aura let Talenrs des 4 inconnues jt, ^ s et « ea fonetiom 
de cette dernière indéterminée. 

Il ne restera plus qu'à reconnaître quelles seront Ies?alears qui 
pourront être attribué» à la dernière indéterminée p pour satis- 
faire aux conditions de la question . 

D'après cela, oa Toit aisément la marche a suivre pour résoudre 
m équatioiM à (iti -f- 1) inconnues. 
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755. Ces équations peuvent toujours être ramenées à la forme 

af*« + px'^ 4- ^ 3= a (i). 

Pour les résoudre, on pose û^ =^, et on a 

^' + /'r + ^ == o . 
qui donne Cn"^ 657) 



ou 



et par conséquent 



a '^ 4 

Cbaque valeur de ^donnera m va leurs de x(n^ 583). 
Si m est pair, cfhaque valeur positive de^ donnera pont x dent 
valeurs réelles et de signes contraires; les valenrsnégativesde j^ ne 
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pourront évidemment donner pour x que des valeurs imaginaires 

(n° 123, 8.0}. Si m est impair, i^haque valeur réelle de^, positive 

on négative, donnera pour x une seule valeur réelle et de même 

signe (n* 123, 7.*, récip,). 

La formule (3) conduit généralement à rextraction des racines 

de quantités en parties rationnelles et en parties irrationnelles; car, 

p 
a mo;ns que la quantité ^^ g ne soit un carré parfait y 

4 ' ' , 



1/ 



— ^-« q sera un nombre incommensurable. Nous allons 
4 
eiposer les principes de cette théorie pour le cas particulier où 



7S6. Nous remarquerons d*abord que, si //t >= 3 , le second 
membre de Téquation (3) est de la forme \/^ a dt. \/ "J" , at\ b 

étant des nombres commensurables, et y 'J'^'iant inconiinensu râ- 
ble C*); et nouà ferons voir qu'une expression de celle forme peut 
quelquefois être remplacée par la sorouie ou la différence de deux 
radicaux du second degré. 

Pour cela, nous poserons d'abord 



V/a + v/T = l/x +V<r (4) 

et nous chercherons les conditions nécessaires pour que .rei^ soient 



des nombres commensurables. 



(*) Si h est on carré paifait, [/^tem commensurable^ aingi que a •^\/o 1 
et, par conséquent, il icra toujourë facile d*oI)tenir y a 4- |/^~ ^ tel de- 
gré d'approximation qu'on vôudia, en admettant que a + \/l} ne soit pas 

un carré parfait. Il n'y a donc réellement ii t'occupcr que du ca soii \/ 1> est 
incommensurable . 

ToxB II. 5o 



AléVMit M eakré l«s deui mttàhte&dé réqiwiidti (4), 

CarrantdenotiYeau, il viendra (n* 340) 4^^ = (a — x — y Y 

+ B + 2{a^x^jr)\/r (5). 

Le premier membre de cette équation étant c ommcnsu rable « 
piitéq«i« jr et^ d^âYOnl être det neniNre» commeosarable^lé se<^na 
membre devra aussi être commensurable. li faut donc qtxt Ton ait 

a — X — y = a, 
d*où il vient ar -|- ^ = ûr, 

ce %i*i réduit Téquation (5) à 4^^ ^== if 

b 

4 

Les valeurs de xel <?e^sont donc (n** 656) les racines de Téqui^ 

b 

tîoti s" *— «« H — t=±iO j et par conséqoenl 

4 



(6) 



et r = (7). 

€es valeurs seront évidemment conimensurables dans le seul ca» 
où a^ — ' b sera un carré parlait , et alors l'équation (4) de- 
viendra 

On parviendrait de la même manière à Tégalité 



a + y/ a' - 


-* 


3 

0— v/«*- 


-* 



787. Si la quantité a* -^ b n*étaift pas an carré parfait, les 
"égalités (8) et (9) seraient encore irraies, comme il est aisé de s'en 
convaincre en élevant au carré les deui membres de c^aeitnc de ces 
égalités. Mais, dans ce cas, les radicaux qui sont dai>s W second 
memlire ne pouvant se simplifier, ces formules ne seraient plus 
d'aucune utilité. 

Si a et ^ étaient négatifs, les égalités (8) et (9) seraient encore 

▼raies, maisaloi^s \/i aeisait imaginairie, >çircpnstance dont nous 
ne nous occuperons pas ici. Quand a seulement est négatif « Tex- 



|>ression \/n -f- [/T n« pcat être réelle quautant que Ton aura 

« < \/i ^«^îs alors y/ a*— ^ aérait imaginaire ^ pjjisque 
(g* 32Î) û^ serait < fi. L'équation (4) ne pofirraU dpi^c p^s é|rf 
satisfait! par des valeurs ratiomielles de x et d^^. 



7JJ8. Proposonf-nqps de t«in|f ormerî^x pression \/i2iti\/î3I 
On ^ ici « ^3 12, 5= a3. 

U^ 'ie9i'^fé^i9) <Çf (9) ^ty'mifox^x 4pim5 

« /la 4" lï ■ / la — II 
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Soil encore x/il-^y/ikk. 
dans cet exemple, a =±: i3, 6 = 144. 

On aura donc 



= 1/9" 4- \/r= 3 + a = 5. 



Soit pour dernier eiemple \/5 -|- i/ï3 
On aura 



l/s ^ v/;3= ^/fli^V l/iz^ 



- a3 



en sorte que la quantité proposée ne peut être décomposée en deux 
racines simples. 
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I 


5 en rem. 


Voyez (nO 456) 


Voyez (n« 440) 


8 


12 


si on prend 


si on en prend 


10 


aa 


suivant ; qui 


suivant , qui 


i4 


al 


cent ciuquante quatre 


cent-cinquante 


37 


8 en rem. 
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au troisième 


90 


la 


quand au signe 
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ao 
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93 


9 
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^=F(^) 
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iH 


3 
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"7 


16 


^m-t _ ^m 
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17 
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143 


ai 
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149 


a 


Xrn^^p^QP 


A-XB-XC' 


i63 


5 


N = 17^ X N/ 


N==rf-XN' 


,67 


la 


que la racine 


que sa racine 


181 


7 


n** 72, rem. a 


n* 72, rem. 3 


i83 avant^dem. 


soni les premiers 


sont premiers 


ai& dernière 


347,847^ 


347,841a 


a4o 


5 en rem. 


qui précède 


qui précèdent 


281 


14 


NM' 


N'M^ 


^97 


3 en rem. 


ou(n<>3i6) 


ou (n» 318) 






ao 


ao 
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donne — 






1 
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